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Abstrat
A onformal metri on a 4-ball indues on the boundary 3-sphere
a onformal metri and a trae-free seond fundamental form. Con-
versely, suh a data on the 3-sphere is the boundary of a unique self-
dual onformal metri, dened in a neighborhood of the sphere. In
this paper we haraterize the onformal metris and trae-free seond
fundamental forms on the 3-sphere (lose to the standard round met-
ri) whih are boundaries of selfdual onformal metris on the whole
4-ball.
When the data on the boundary is redued to a onformal met-
ri (the trae-free part of the seond fundamental form vanishes), one
may hope to nd in the onformal lass of the lling metri an Einstein
metri, with a pole of order 2 on the boundary. We determine whih
onformal metris on the 3-sphere are boundaries of suh selfdual Ein-
stein metris on the 4-ball. In partiular, this implies the Positive
Frequeny Conjeture of LeBrun.
The proof uses twistor theory, whih enables to translate the prob-
lem in terms of omplex analysis; this leads us to prove a riterion for
ertain integrable CR strutures of signature (1,1) to be llable by a
omplex domain.
Finally, we solve an analogous, higher dimensional problem: selfd-
ual Einstein metris are replaed by quaternioni-Kähler metris, and
2000 Mathematis Subjet Classiation: 53C25, 32G07, 53C28, 53C26
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onformal strutures on the boundary by quaternioni ontat stru-
tures (previously introdued by the author); in ontrast with the 4-
dimensional ase, we prove that any small deformation of the standard
quaternioni ontat struture on the (4m−1)-sphere is the boundary
of a quaternioni-Kähler metri on the (4m)-ball.
Cet artile est onsaré à la onstrution de métriques riemanniennes autod-
uales. En dimension 4, le tenseur de Weyl d'une métrique riemannienne g se
déompose en omposantes autoduale et antiautoduale,W = W++W−, et la
métrique est dite autoduale si W− = 0 ; ette propriété ne dépend d'ailleurs
que de la lasse onforme [g] de la métrique.
Une métrique onforme sur une variété à bord induit sur le bord la donnée
onforme [g,Q], où g est la métrique et Q la partie à trae nulle de la seonde
forme fondamentale. Dans et artile, on résout, au voisinage de la métrique
ronde, le problème suivant :
Problème 0.1. Quelles données [g,Q] sur la sphère S3 sont les bords de
métriques autoduales [g] sur la boule B4 ?
LeBrun [LeB82, LeB85℄ a montré que toute donnée de e type est loale-
ment le bord d'une unique métrique autoduale ; de plus, dans le as où Q = 0,
la métrique peut être prise d'Einstein, ave un ple d'ordre 2 sur le bord :
on dit alors que la métrique onforme sur le bord est l'inni onforme de la
métrique qui remplit (ainsi, la métrique ronde sur S3 est l'inni onforme de
la métrique hyperbolique réelle sur B4). Dans le as d'une métrique invari-
ante à gauhe sur S3, une métrique autoduale d'Einstein expliite, globale,
est onnue : Pedersen [Ped86℄ a traité le as des métriques de Berger, et
Hithin [Hit95℄ le as général. Enn, LeBrun [LeB91℄ a montré qu'il existe
une famille de dimension innie de métriques sur S3 munies de remplissages
par des métriques autoduales d'Einstein sur B4.
Cependant, il existe des obstrutions à un tel remplissage : Hithin [Hit97℄
a ainsi montré que l'invariant η d'une métrique riemannienne sur S3 doit être
négatif pour qu'existe un remplissage autodual d'Einstein.
Grâe à la onstrution twistorielle de Penrose, la onstrution de métriques
autoduales se ramène à la onstrution de ertaines variétés omplexes de
dimension 3. Une version de ette onstrution twistorielle, due à LeBrun
[LeB84, LeB85℄, existe en dimension 3 pour les données [g,Q] : l'espae des
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twisteurs est alors une variété CR (intégrable) de dimension 5. Par exemple,
l'espae des twisteurs de S3 est l'hypersurfae réelle |z1|2+|z2|2 = |z3|2+|z4|2
de l'espae projetif omplexe P 3, qui borde le domaine omplexe
D = {|z1|2 + |z2|2 ≤ |z3|2 + |z4|2} ⊂ P 3,
lui-même espae des twisteurs de B4. De ette manière, la question suivante
généralise le problème 0.1.
Problème 0.2. Quelles strutures CR sur ∂D sont les bords de déforma-
tions omplexes de D ?
Cette question naturelle de géométrie omplexe est diile, ar ∂D est
de signature (1,1), un as où le théorème d'extension de Kiremidjian [Kir79℄
ne s'applique pas. Dans le as pseudoonvexe, en dimension 3, par exemple
pour la sphère S3, le problème a été beauoup étudié, et largement résolu,
dans une suession d'artiles, notamment par Burns-Epstein [BE90℄, Lem-
pert [Lem92℄, Epstein [Eps92℄, et Bland [Bla94℄. Nous donnons, pour les
strutures CR intégrables prohes de la struture standard sur ∂D, une on-
dition néessaire et susante, analogue à elle trouvée par es auteurs ; elle
est donnée en termes des oeients de Fourier par rapport à une ation de
S1.
Théorème 0.3. Une struture CR sur ∂D, prohe de la struture standard,
est le bord d'une déformation omplexe de D si et seulement s'il existe une
ation de ontat de S1 sur ∂D, par rapport à laquelle la struture omplexe
s'érit seulement ave des oeients de Fourier positifs.
Pour plus de préisions, voir le lemme 2.2 et le orollaire 4.2. Ajoutons
qu'en réalité, on démontre et énoné en toute dimension, pour le bord d'un
domaine qui est l'espae total d'un bré en disques holomorphes, à forme
de Levi non dégénérée. Dans notre situation, ela permet de dérire l'espae
tangent aux strutures CR remplissables parmi toutes les strutures CR in-
tégrables (théorème 8.3) ; toutes ne le sont pas ; en partiulier, il existe une
famille de dimension innie de strutures CR non remplissables (ar la sous-
variété des strutures CR remplissables est de odimension innie), voir le
orollaire 8.4.
On montre aussi (orollaire 8.5) qu'existe sur ∂D une famille de dimen-
sion innie de strutures CR remplissables qui ne sont pas induites par une
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déformation de ∂D omme hypersurfae de P 3 : il s'agit d'un phénomène
nouveau, qui est dû à la présene d'une valeur propre négative dans la forme
de Levi, et tranhe ave le théorème de Hamilton [Ham77℄, ou le théorème
de stabilité de Lempert [Lem92℄ sur S3 ⊂ C2.
Les espaes de twisteurs des métriques autoduales ont des propriétés sup-
plémentaires : struture réelle, existene d'une famille de ourbes rationnelles
partiulières, et struture de ontat holomorphe si la métrique est d'Einstein.
Cependant, on montre que la seule obstrution au remplissage autodual d'une
donnée [g,Q] est le remplissage de la struture CR.
Théorème 0.4. La donnée [g,Q] d'une métrique et d'une seonde forme
fondamentale onformes sur S3, prohe de la struture standard, est le bord
d'une métrique autoduale sur B4 si et seulement si l'espae des twisteurs de
[g,Q] satisfait les onditions du théorème 0.3.
Une métrique onforme [g] sur S3 est l'inni onforme d'une métrique
autoduale d'Einstein sur B4 si et seulement si l'espae des twisteurs de [g]
satisfait les onditions du théorème 0.3.
Ce théorème donne une ondition néessaire et susante de remplissage :
ette ondition n'est pas faile à tester ; en partiulier, on souhaiterait savoir
s'il existe, en dehors des exemples onnus, des [g,Q] qui soient remplissables
par une métrique autoduale sur B4. Ce problème est résolu en appliquant
le théorème 0.4 à une desription (théorème 9.3) de la variété B+/Diff0S
3
,
où B+ désigne les [g,Q] remplissables (on ignore dans ette introdution les
problèmes de régularité) et Diff0S
3
désigne le groupe des diéomorphismes
de S3 qui xent deux points dans le bré tangent projetivisé, de sorte que
DiffS3/Diff0S
3 = SO1,4,
le groupe des transformations onformes de S3 ; on obtient notamment une
desription expliite de l'espae tangent T (B+/Diff0S
3) en la métrique ronde.
En partiulier, notons B l'espae de toutes les données onformes [g,Q],
et B− l'espae des [g,Q] remplissables par une métrique antiautoduale, alors
on déduit du théorème 9.3 le résultat suivant.
Théorème 0.5. Près de la métrique ronde, B+/Diff0S
3
et B−/Diff0S
3
sont
deux sous-variétés transverses de B/Diff0S
3
, dont l'intersetion est onstituée
des [g,Q] induits par une déformation de la sphère S3 dans l'espae plat R4.
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Remarquons que le théorème arme en partiulier que pour [g,Q] prohe
de la métrique ronde dans l'intersetion B+∩B−, la métrique autoduale et la
métrique antiautoduale qui remplissent oïnident, e qui n'était pas évident
a priori.
Restreignons-nous à présent au as d'une métrique onforme sur le bord :
notons M l'espae des métriques onformes sur S3 (en oubliant enore les
questions de régularité). Rappelons que, dans e as, le théorème de Graham-
Lee [GL91℄ fournit sur B4 un unique remplissage d'Einstein ; notons M+
(resp. M−) l'espae des métriques onformes sur S
3
dont le remplissage d'E-
instein est autodual (resp. antiautodual). Le théorème préédent s'applique
aux métriques de la manière suivante (voir le théorème 10.1 pour une de-
sription expliite des espaes tangents).
Théorème 0.6. Dans M/Diff0S
3
, les espaes M+/Diff0S
3
et M−/Diff0S
3
de métriques remplissables par une métrique d'Einstein autoduale ou antiau-
toduale sur B4, sont deux sous-variétés, telles qu'en la métrique ronde on ait
la déomposition de l'espae tangent :
T (M/Diff0S
3) = T (M+/Diff0S
3)⊕ T (M−/Diff0S
3).
En partiulier, et énoné implique immédiatement la onjeture de fréquene
positive de LeBrun [LeB91℄ :
Corollaire 0.7. Conjeture de fréquene positive de LeBrun. Une
métrique g sur S3, prohe de la métrique ronde, se déompose en g = g−+g0+
g+, où g−+ g0 (resp. g++ g0) est l'inni onforme d'une métrique d'Einstein
antiautoduale (resp. autoduale).
Enn, nous étudions une version naturelle de e problème en dimension
supérieure. Il est bien onnu qu'existe en dimension 4m un analogue des
métriques antiautoduales d'Einstein, les métriques quaternion-kählériennes,
dont le prototype est la métrique hyperbolique quaternionienne sur la boule
B4m. Dans [Biq00℄ (voir aussi le survey [Biq99℄), j'ai étudié les innis on-
formes des métriques quaternion-kählériennes, et ai appelé es objets, qui
vivent sur des variétés de dimension 4m−1, des strutures de ontat quater-
nioniennes (voir setion 11) ; à partir de la dimension 11, une struture de
ontat quaternionienne, analytique réelle, est l'inni onforme d'une unique
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métrique quaternion-kählérienne, loalement dénie ; en dimension 7, une
ondition additionnelle d'intégrabilité (l'existene d'un espae de twisteurs)
est requise.
L'analogie entre la dimension 4 et la dimension supérieure est due à la
persistane, pour les métriques quaternion-kählériennes, d'une onstrution
twistorielle ([Sal82℄, voir aussi [Bes87℄ ; on trouve la onstrution inverse dans
[LeB89℄) ; ainsi, la struture de ontat quaternionienne standard de la sphère
S4m−1 a pour espae des twisteurs l'hypersurfae réelle de P 2m+1 d'équation
|z1|2 + |z2|2 + · · ·+ |z2m|2 = |z2m+1|2 + |z2m+2|2,
bord du domaine omplexe
D = {|z1|2 + |z2|2 + · · ·+ |z2m|2 < |z2m+1|2 + |z2m+2|2} ⊂ P 2m+1
qui est l'espae des twisteurs de la boule B4m munie de la métrique hyper-
bolique quaternionienne.
La diérene ave le as de la dimension 4 est que le problème d'extension
a toujours une solution positive.
Théorème 0.8. Pour 4m ≥ 12, toute struture de ontat quaternionienne
sur la sphère S4m−1, prohe de la struture standard, est l'inni onforme
d'une métrique quaternion-kählérienne sur la boule B4m. Pour 4m = 8, le
même résultat est valable, pourvu que la struture de ontat quaternioni-
enne admette un espae de twisteurs (e qui est toujours vrai en dimension
supérieure).
Évoquons maintenant les tehniques utilisées dans et artile.
La méthode de remplissage (setion 2) d'une struture CR est une méth-
ode lassique d'analyse omplexe : le remplissage holomorphe suivant des
disques (d'où la ondition de positivité des oeients de Fourier) ; ette
tehnique est utilisée notamment dans l'artile de Bland-Duhamp [BD91℄
sur la desription de l'espae des modules des domaines de C
n
en termes de
la représentation irulaire de Lempert [Lem81℄.
Pour montrer que le remplissage de la struture CR sut pour obtenir
le remplissage de [g,Q], la prinipale diulté est, dans le as Q = 0, le
remplissage de la struture de ontat holomorphe (qui fournit la métrique
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d'Einstein) : il s'agit de montrer que la donnée sur le bord est néessairement
à oeients de Fourier positifs ; e problème est traité dans la setion 3 : la
forme partiulière de l'équation (non linéaire) permet de ramener le problème
à l'analyse de l'opérateur ∂ sur les (1,0)-formes.
Ce remplissage serait de peu d'intérêt si la ondition de positivité des o-
eients de Fourier n'était pas néessaire : on montre que tel est le as dans
la setion 4 ; le problème onsiste, partant d'un domaine omplexe prohe du
modèle, à reonstruire l'ation de S1 sur le bord, e qui se fait en reherhant
les disques extrémaux qui les remplissent ; on montre ii un théorème général
de déformation de tels disques dans l'espae total d'un bré en disques holo-
morphes, dont le bord a une forme de Levi non dégénérée. A priori, il est
diile de produire de tels disques extrémaux loin du modèle standard dans
notre situation de signature (1,1), ar le domaine n'est pas pseudo-onvexe
ou pseudo-onave, don es disques ne semblent pas maximiser une fontion-
nelle ; ependant, dans le as d'un espae de twisteurs, leur interprétation en
termes de la géométrie onforme de dimension 4 (lemme 4.7) donne un espoir
de onstrution plus généraleette onstrution est le problème essentiel à
résoudre pour donner une ondition de remplissage pour les métriques qui ne
sont pas prohes de la métrique ronde.
À partir de la setion 5, on s'intéresse à une question légèrement dif-
férente : dérire les espaes de modules des objets satisfaisant la ondition
de oeients de Fourier positifs, et en partiulier, voir à quel point ette
ondition ontraint la struture. Un ontrexemple est fournit par le as des
sphères S2n−1 dans Cn : le théorème 0.3 est valable, mais la ondition est
vide pour n > 2, puisqu'alors toutes les déformations CR se remplissent ; ela
signie que l'on peut toujours trouver un ontatomorphisme ramenant une
struture CR donnée sur une struture à oeients de Fourier positifs. Un
phénomène semblable explique le théorème 0.8.
Il faut don étudier l'ation des ontatomorphismes sur les strutures
CR ; la setion 5 propose une paramétrisation du groupe des ontatomor-
phismes par des fontions. Ii, il faut entrer un peu dans la tehnique : les
espaes fontionnels naturels en géométrie de ontat sont les espaes de
Folland-Stein de fontions ave des dérivées uniquement dans les diretions
de ontat ; le théorème 5.5 propose une paramétrisation des ontatomor-
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phismes à k dérivées horizontales par des fontions à k+ 1 dérivées horizon-
tales. Cette paramétrisation permet, dans la setion 6, de montrer l'existene
d'une jauge de Coulomb par rapport à l'ation des ontatomorphismes, dans
laquelle le maximum de oeients négatifs sont tués ; de ette manière, la
possibilité de remplissage de la struture CR se lit sur la jauge de Coulomb,
omme en dimension 3 ([Bla94℄, voir aussi [BE90℄).
Pour passer à la desription expliite des espaes tangents des strutures
remplissables, il faut aluler l'image de l'ation innitésimale des ontato-
morphismes sur les strutures CR ; ette ation est donnée par un hessien
omplexe agissant sur les fontions réelles. L'analyse, dans la setion 7, est
basée sur le fait que le groupe d'isométries SO4 de S
3
agit de manière ho-
mogène sur son espae des twisteurs {|z1|2 + |z2|2 = |z3|2 + |z4|2} ⊂ P 3 ;
par onséquent, la déomposition des objets suivant les représentations irré-
dutibles de SO4 permet de se ramener à un problème algébrique pour haque
représentation. On peut alors faire, dans la setion 8, une théorie de défor-
mation omplète pour les strutures CR, dans la setion 9 pour les données
onformes [g,Q] : ela signie qu'on dispose bien d'un proédé fabriquant
à partir d'un élément de l'espae tangent indiqué dans le théorème 9.3 une
donnée [g,Q] remplissable ; enn, dans la setion 10, on attaque le problème
pour les métriques onformes [g] : une diulté surprenante est qu'il est dif-
ile de garantir que le proédé utilisé pour [g,Q] fournisse, à partir d'une
métrique innitésimale, une métrique onforme (ave Q = 0) ; d'un autre
té, il n'est pas évident a priori que l'intersetion B+ ∩M soit transverse ;
pour ontourner la diulté, on est obligé de reprendre toute une théorie
de déformation du ouple onstitué d'une struture CR intégrable ave une
forme de ontat holomorphe.
Enn, dans la setion 11, on traite le as, moins diile, de la dimension
supérieure. Le problème essentiel est similaire : le remplissage d'une petite
déformation de la struture CR, de signature (2m− 1, 1). On montre que la
linéarisation de l'ation des ontatomorphismes sur les strutures CR atteint
tous les oeients stritement négatifs, de sorte qu'il est toujours possible
de présenter une struture CR ave des oeients positifs, et don de la
remplir ; une autre démonstration possible est probablement l'appliation du
théorème de Kiremidjian [Kir79℄.
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1 Constrution twistorielle
Dans ette setion, on rappelle la onstrution de l'espae des twisteurs
d'une variété onforme de dimension 3, due à LeBrun [LeB84, LeB85℄.
1.1 Twisteurs d'une variété de dimension 3
Soit X3 une variété. L'espae T des twisteurs de X est le bré des grass-
manniennes en 2-plans orientés de TX . On notera p : T → X la projetion
naturelle. La bre en x ∈ X de la projetion p est don la 2-sphèreGr+2 (TxX),
et on dispose d'une involution τ de T, qui assoie à un 2-plan orienté le même
2-plan muni de l'orientation opposée. Enn, T est muni d'une distribution
de ontat anonique H ⊂ TT, dénie au point P ∈ Gr+2 (TxX) par
HP = p
−1
∗ (P ).
Supposons à présent X muni d'une métrique riemannienne g. Alors la dis-
tribution de ontat H hérite d'une struture presque omplexe J , dénie de
la manière suivante : la onnexion de Levi-Civita de g permet de déomposer
l'espae tangent en P ∈ Gr+2 (TxX) en
TPT = VerP ⊕ HorP ,
où VerP est l'espae tangent à la bre de p et HorP est l'espae horizon-
tal induit par la onnexion ; on peut identier VerP = Hom(P, TxX/P ),
et HorP = TxX via la projetion p, et la distribution de ontat est alors
HP = VerP ⊕P ; la métrique g induit une struture omplexe j sur le 2-plan
orienté P , et la struture omplexe J sur HP est dénie par
J(u) = −u ◦ j, u ∈ Hom(P, TxX/P ),
J(v) = jv, v ∈ P.
(1.1)
Si on multiplie la métrique par une fontion, on peut vérier que J n'est
pas modiée, de sorte que J ne dépend que de la struture onforme [g]. La
struture omplexe J est en réalité une struture CR intégrable sur T, et les
bres de la projetion twistorielle p sont holomorphes.
9
Il y a une variante de la onstrution préédente dans le as où est de
plus donnée sur X une forme quadratique sans trae, Q ; géométriquement,
la donnée (g,Q) apparaît naturellement au bord d'une variété riemannienne
omme la donnée de la première forme fondamentale et de la partie sans
trae de la seonde forme fondamentale ; le fateur onforme f agit par
(g,Q) −→ (f 2g, fQ), (1.2)
et on notera [g,Q] la donnée d'un tel ouple, à l'ation près du fateur on-
forme. La donnée de Q induit, pour un 2-plan orienté P ⊂ TxX , un mor-
phisme Q˜ ∈ Hom(HorP ,VerP ), ar
Hom(HorP ,VerP ) = Hom(TxX,Hom(P, TxX/P ))
= Hom(TxX ⊗ P, TxX/P ),
et on identie TxX/P = R via la métrique ; ompte tenu de l'invariane
onforme (1.2), ette identiation ne dépend pas du fateur onforme, et
l'élément de Hom(HorP ,VerP ) est don bien déni. Finalement, Q˜ dénit un
nouvel espae horizontal
Hor
Q
P = {u+ Q˜u, u ∈ HorP},
et la onstrution de J par les formules (1.1) fournit à nouveau une struture
CR intégrable sur T, ne dépendant que de la lasse onforme [g,Q].
Dans tous les as, l'involution τ est ompatible ave la struture CR, elle
est anti-holomorphe :
τ ∗T 0,1T = T 1,0T. (1.3)
On peut remarquer que si on a une variété riemannienne autoduale M4 à
bord X3, alors l'espae des twisteurs de M une variété omplexe à bord
a préisément pour bord l'espae des twisteurs de X , muni des première et
seonde formes fondamentales induites.
Un théorème de LeBrun indique que toutes les variétés CR feuilletées en
bres holomorphes proviennent de la onstrution préédente :
Théorème 1.1. [LeB85, théorème 7℄ Soit T5 une variété CR intégrable
munie d'une projetion p : T → X à bres P 1 holomorphes ; alors T est
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l'espae des twisteurs d'un ouple [g,Q] sur X. De plus, Q = 0 si et seulement
si T admet une struture de ontat holomorphe, à laquelle soient tangents
les P 1.
Rappelons que sur une variété CR intégrable, le bré T ′ = TC/T 0,1 est
holomorphe, ave un opérateur ∂ donné par la formule (u ∈ T 0,1, v ∈ TC)
∂uv = [u, v], (1.4)
la formule ayant un sens sur TC/T 0,1 grâe à [T 0,1, T 0,1] ⊂ T 0,1 ; une struture
de ontat holomorphe est un sous-bré holomorphe, de odimension 1, non
intégrable, de T ′.
Dans le as Q = 0, la distribution de ontat holomorphe est onstruite
ainsi : en un 2-plan orienté P ⊂ TxX , la projetion πP ◦ p∗ (où πP est la
projetion orthogonale TxX → P ) peut se omplexier en
πP ◦ p∗ : T
C
P T/T
0,1
P T −→ P
1,0,
et le noyau de ette projetion est la struture de ontat holomorphe.
1.2 Twisteurs de l'espae hyperbolique réel
L'espae des twisteurs de la sphère ronde S4 est le projetif omplexe P 3 ;
pour dérire la bration twistorielle p, il est utile d'identier la sphère ave
le projetif quaternionien : S4 = HP 1; la bration twistorielle s'érit alors
en oordonnées homogènes
p([z1 : z2 : z3 : z4]) = [z1 + jz2 : z3 + jz4].
L'espae hyperbolique réel se réalise omme une demi-sphère :
RH4 = {[q1 : q2] ∈ HP 1, |q1|2 < |q2|2}
et sa bration twistorielle est la restrition de p au domaine
N = {[z1 : z2 : z3 : z4], |z1|2 + |z2|2 < |z3|2 + |z4|2}.
Comme espae des twisteurs d'une variété autoduale, N est muni :
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 d'une struture réelle ompatible aux autres strutures :
τ([z1 : z2 : z3 : z4]) = [−z2 : z1 : −z4 : z3]; (1.5)
 d'une famille de P 1 holomorphes, réels, à bré normal O(1)⊕O(1) : les
bres de p.
Rappelons que, par la onstrution twistorielle inverse, une variété omplexe
N munie d'une telle struture est l'espae des twisteurs d'une métrique (on-
forme) autoduale, dénie sur l'espae des P 1 réels.
Jusqu'ii, on a utilisé seulement la struture onforme de RH4, égale à
elle de la boule B4 ; mais l'espae hyperbolique réel est muni en outre d'une
métrique d'Einstein, e qui est équivalent à l'existene sur N d'une struture
de ontat holomorphe ηc, transverse aux P 1 réels ; dans notre as,
ηc = z1dz2 − z2dz1 − (z3dz4 − z4dz3). (1.6)
La sphère S3 apparaît omme bord à l'inni de l'espae hyperbolique
réel, et son espae des twisteurs T est le bord de N, don se dérit omme
l'hypersurfae réelle de P 3 :
T = {[z1 : z2 : z3 : z4], |z1|2 + |z2|2 = |z3|2 + |z4|2}. (1.7)
En partiulier, T se projette sur P 1 × P 1 par la projetion
π([z1 : z2 : z3 : z4]) = ([z1 : z2], [z3 : z4])
et apparaît ainsi omme le S1-bré O(−1, 1) sur P 1×P 1, si on hoisit omme
ation de u ∈ S1
u([z1 : z2 : z3 : z4]) = [uz1 : uz2 : z3 : z4];
ette ation se prolonge en une ation du disque ∆ sur N ave points xes
{[0 : 0 : z3 : z4]}, 'est-à-dire la bre twistorielle au-dessus du point [0 : 1] ∈
HP 1; en élatant ette bre, on obtient un bré π : N˜ → P 1 × P 1 qui est
exatement le bré holomorphe en disques O(−1, 1) au-dessus de P 1 × P 1.
Dans ette image, les strutures dont est muni l'espae des twisteurs T
apparaissent naturellement :
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 la struture de ontat η est fourni par la onnexion standard sur le
bré O(−1, 1), ave ourbure
− dη = −ω1 + ω2, (1.8)
où ω1 et ω2 sont les formes de Fubini-Study des deux P
1
;
 la struture omplexe J sur T est le tiré en arrière de la struture om-
plexe de P 1×P 1 dans la distribution de ontat, elle est S1-invariante ;
 la struture réelle anti-ommute à l'ation de S1,
τ ◦ eiθ = e−iθ ◦ τ ; (1.9)
 la forme de ontat holomorphe est la restrition de (1.6) au bord ; plus
onrètement, dans des oordonnées [u : uz2 : 1 : z4], où z2 et z4 sont
des oordonnées sur P 1 × P 1, on obtient
ηc = u2dz2 − dz4; (1.10)
on déduit que ηc est une forme à valeurs dans le bré O(0, 2).
On remarquera que, par rapport à la distribution de ontat holomorphe, les
P 1 réels à l'intérieur de N sont transverses, tandis que les P 1 réels au bord
de N sont tangents ; ela traduit le fait que la métrique hyperbolique explose
au bord, ave un ple d'ordre 2. En revanhe, la struture onforme s'étend
de manière lisse au bord. Toutes les métriques que nous onstruirons auront
e omportement.
2 Extension holomorphe suivant les disques
Dans ette setion, nous mettons en ÷uvre une onstrution pour dé-
former la struture omplexe de l'espae des twisteurs N, en utilisant l'idée
lassique de prolongement holomorphe le long de disques.
2.1 Déformation de la struture omplexe
Commençons par quelques rappels sur la théorie de déformation. Fixons
une variété omplexe D, une déformation de la struture presque omplexe
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de D peut être représentée par une (0,1)-forme φ à valeurs dans T 1,0, de sorte
que le nouveau T 0,1 soit égal à
{X + φX , X ∈ T
0,1D0}.
La déformation est intégrable si et seulement si
∂φ+
1
2
[φ, φ] = 0, (2.1)
où le rohet de deux (0,1)-formes à valeurs dans T 1,0 est une (0,2)-forme à
valeurs dans T 1,0 dénie par
1
2
[φ, φ]X,Y = [φX , φY ]− φ[X,φY ]0,1 − φ[Y,φX ]0,1.
Supposons à présent que D soit l'espae total d'un bré holomorphe en
disques sur une variété omplexe X , et que le bré soit muni d'une métrique
h : D → R+ telle que h(ux) = |u|
2h(x) si u ∈ ∆ ; alors on dispose d'une
1-forme de onnexion, en notant dC = i(∂ − ∂),
η =
1
2
dC ln h, (2.2)
se restreignant sur haque disque à la forme angulaire dθ, de sorte que la
ourbure de h est la 2-forme sur X dénie par
F = idη;
sur haque bré en erles h = cst, le noyau de la forme η dénit un espae
horizontal H , si bien qu'en haque point x ∈ D on a la déomposition (Vx
désignant l'espae tangent à la bre de D → X)
TxD = Vx ⊕Hx.
Sur le bord M = ∂D, on a une desription similaire des déformations
CR : puisque deux strutures de ontat prohes sont diéomorphes, on peut
supposer que la struture de ontat H est xe, et les déformations de la
struture CR sont paramétrées par les (0,1)-formes horizontales φ à valeurs
dans T 1,0, et, à nouveau, la déformation est intégrable si et seulement si
∂φ+
1
2
[φ, φ] = 0;
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ii il faut noter que le bré T 1,0 n'est pas holomorphe, voir (1.4), si bien que
∂φ est en réalité à valeurs dans le bré holomorphe TCM/T 0,1M ; la présene
de la forme de ontat η permet de hoisir un hamp de Reeb R l'ation
innitésimale de S1, et la projetion de l'équation sur T 1,0 et CR donne
les deux onditions
∂Hφ+
1
2
[φ, φ] = 0, φyF = 0, (2.3)
où, par abus de notation, y est la ontration suivie du produit extérieur :
Ω0,1 ⊗ T 1,0 ⊗ Ω1,1 → Ω0,1 ⊗ Ω0,1 → Ω0,2;
plus loin, on utilisera aussi l'opérateur plus général
y : (Ω0,1 ⊗ T 1,0)⊗ Ωi,j → Ωi−1,j+1;
on peut remarquer que la seonde ondition dans (2.3) dit que F reste de
type (1,1) pour la nouvelle struture omplexe.
Bland-Duhamp étudient les déformations φ de D qui ne modient pas
la struture omplexe des disques et préservent H :
Théorème 2.1. [BD91, théorèmes 7.2 et 9.3℄ Supposons que φ, déni
sur le bré en disques D, s'annule sur V et satisfait φ(H0,1) ⊂ H1,0, alors φ
est une déformation intégrable de D si et seulement si
1. φ est holomorphe le long de haque disque du bré ;
2. φ satisfait les équations (2.3) sur le bord ∂D.
Remarquons que la première ondition a un sens, puisque le bré Hx sur
haque disque est égal à l'espae xe Tπ(x)X : elle signie que dans une base
onstante de Hx, les oeients de φ sont holomorphes le long du disque.
Le théorème dit en partiulier qu'étant donné φ intégrable sur le bord
∂D, à oeients de Fourier positifs ou nuls par rapport à l'ation de S1,
susamment petite, l'extension holomorphe de φ le long de haque disque
fournit une déformation intégrable de D. La démonstration est simple : d'une
part, si φ est assez petite au bord, l'extension holomorphe à l'intérieur est
petite et orrespond don bien à une déformation de la struture omplexe ;
d'autre part, la ondition que φ soit holomorphe le long des disques et la
ondition (2.3) impliquent qu'en réalité, la ondition (2.3) est vériée sur
toutes les hypersurfaes h = cst, e qui donne l'intégrabilité (2.1).
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2.2 Appliation aux déformations autoduales de la boule
Appliquons le théorème 2.1 à l'espae des twisteurs N de l'espae hy-
perbolique réel déni en 1.2 ; l'élatement d'un P 1 nous a donné le bré en
disques N˜ = O(−1, 1) au-dessus de P 1 × P 1. Rappelons que N et N˜ sont
munis de la struture réelle τ dénie en (1.5).
Lemme 2.2. Si on a une petite déformation φ ∈ Hom(H0,1, H1,0) de la
struture CR intégrable de T = ∂N, à oeients de Fourier positifs ou nuls
par rapport à l'ation de S1 sur T, alors φ s'étend en une déformation de la
struture omplexe de N.
De plus, si φ est ompatible à la struture réelle τ , alors le prolongement
reste ompatible à τ .
Démonstration. En appliquant le théorème 2.1, on peut prolonger φ en une
déformation intégrable sur N˜. Supposons dans un premier temps que les
oeients de Fourier de φ soient stritement positifs, alors les oeients
de l'extension s'annulent sur la setion nulle, qui demeure don P 1×P 1 ave
bré normal O(−1, 1) ; on peut alors ontrater le premier P 1 pour réupérer
une déformation de N. Dans le as général, les oeients de φ ne s'annulent
pas sur la setion nulle, mais omme φ est à valeurs dans H1,0, la setion
nulle reste une sous-variété holomorphe pour la nouvelle struture omplexe ;
omme les déformations holomorphes de P 1 × P 1 sont triviales, elle reste
biholomorphe à P 1×P 1 ; le bré normal lui aussi ne peut être déformé, don
reste égal à O(−1, 1), et la même onlusion s'applique.
Pour la seonde partie de l'énoné, il est faile de voir que si au bord
φ est ompatible à la struture réelle τ , 'est-à-dire τ ∗φ = −φ, alors ette
propriété est préservée dans le prolongement holomorphe.
Corollaire 2.3. Si on a une petite déformation [g,Q] de la métrique stan-
dard de S3, dont l'espae des twisteurs satisfait les hypothèses du lemme 2.2,
alors [g,Q] est le bord d'une métrique autoduale sur la boule B4.
Démonstration. La onstrution réalisée dans la setion 1.1 permet d'assoier
à une déformation de [g,Q] une déformation de T en gardant xe la stru-
ture de ontat et la struture réelle ; le lemme 2.2 permet d'étendre ette
déformation en une déformation de N. Pour avoir une struture d'espae des
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twisteurs, il reste à fabriquer la famille des P 1 réels : remarquons que ette
famille est donnée sur T = ∂N , et il faut la prolonger à l'intérieur ; omme
les P 1 initiaux ont pour bré normal O(1)⊕O(1), la théorie de déformation
de Kodaira permet de suivre la déformation. On a ainsi onstruit l'espae
des twisteurs du prolongement souhaité de [g,Q] sur B4.
Remarque 2.4. La onstrution de l'espae des twisteurs de [g,Q] faite dans
la setion 1.1 n'a en réalité auune hane de fournir diretement une défor-
mation φ de la struture CR de T à oeients de Fourier positifs ou nuls ;
l'idée pour appliquer le orollaire onsiste à trouver éventuellement un on-
tatomorphisme de T, préservant τ , ramenant φ à un tenseur à oeients
de Fourier positifs ou nuls.
3 Extension de la forme de ontat holomorphe
Si l'on part sur S3 d'une métrique dont l'espae des twisteurs T satisfait
les hypothèses du lemme 2.2, le orollaire 2.3 fournit un remplissage autodual,
ave espae des twisteurs N ; pour obtenir un remplissage autodual Einstein,
il faut de plus prolonger à N la struture de ontat holomorphe dénie sur
T = ∂N. Ce problème peut être reposé sous la forme : étant donnée sur
∂N une setion de la grassmannienne des 2-plans omplexes de N, peut-on
étendre ette setion en une setion holomorphe sur N ? nous proposons i-
dessous une solution de e problème de Plateau omplexe, pour les strutures
omplexes prohes du N standard.
3.1 Problème innitésimal
Rappelons que l'espae des twisteurs T de S3 est le bré en erles π :
O(−1, 1)→ P 1×P 1 ; on peut identier, en notant P 11 et P
1
2 les deux fateurs
du produit P 1 × P 1,
T ′T := TCT/T 0,1T = CR⊕ T 1,0T = CR⊕ T 1,0P 11 ⊕ T
1,0P 12 . (3.1)
Préisons la struture holomorphe du bré dual
Ω′T = (T ′T)∗ = Cη ⊕ Ω1,0P 11 ⊕ Ω
1,0P 12 . (3.2)
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Les deux sous-brés Ω1,0P 1i , tirés en arrière depuis la base P
1 × P 1, sont
holomorphes, mais pas η : ompte tenu de (1.8), on obtient l'opérateur ∂
dans la déomposition (3.2) :
∂
Ω′T
=

 ∂ω1 ∂
−ω2 ∂

 . (3.3)
La forme de ontat holomorphe ηc dénie en (1.10) est une setion de
Ω′T ⊗ L, où L = O(0, 2). L'ation de S1 sur T se relève naturellement au
bré Ω′T⊗L, ar elui-i provient de la base ; son opérateur ∂ est également
S1-invariant. Cela permet d'érire le lemme suivant.
Lemme 3.1. L'opérateur ∂ du bré Ω′T⊗L n'a pas de noyau sur les setions
à oeients de Fourier stritement négatifs ; sur les setions S1-invariantes,
son noyau est réduit aux setions onstantes de Ω1,0P 12 ⊗ O(0, 2) = C.
Démonstration. Le bré O(−1, 1) sur T a une setion tautologique t, holo-
morphe, de poids 1 pour l'ation de S1 ; étant donné un bré holomorphe
S1-invariant E, la donnée d'une setion holomorphe s de E ave poids k par
rapport à l'ation de S1 est équivalente à la donnée de la setion holomorphe
S1-invariante s⊗ t−k du bré E⊗O(−1, 1)⊗(−k) = E⊗O(k,−k). Appliquons
ette observation au bré E = Ω′T ⊗ L muni de la struture (3.2) : une
setion holomorphe de poids k fournit une setion holomorphe invariante de
E ⊗ O(k,−k) = Ω′T ⊗ O(k,−k + 2) ; sous la déomposition (3.2), une telle
setion se déompose en s = s0 + s1 + s2 ave s0, s1, s2 setions respetives
de O(k,−k + 2), O(k − 2,−k + 2) et O(k,−k), et la setion est holomorphe
si
∂s0 = 0, ∂s1 + ω1s0 = 0, ∂s2 − ω2s0 = 0;
omme les setions sont S1-invariantes, elles desendent sur P 1 × P 1 et les
équations ont lieu sur P 1 × P 1.
Si k < 0, alorsH0(P 1×P 1,O(k,−k+2)) = 0 don s0 = 0, et les équations
deviennent simplement
∂s1 = 0, ∂s2 = 0,
mais, à nouveau, H0(P 1×P 1,O(k−2,−k+2)) = H0(P 1×P 1,O(k,−k)) = 0
si k < 0 don s = 0.
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Si k = 0, alors s0 ∈ H
0(P 1×P 1,O(0, 2)) = H0(P 12 ,O(2)), mais la proje-
tion de l'équation ∂s1 +ω1s0 = 0 sur H
1(P 1×P 1,O(−2, 2)) = H0(P 12 ,O(2))
implique en réalité s0 = 0 ; on déduit alors de la même manière s1 = 0 et
s2 = cst.
Ce lemme implique en partiulier que, par prolongement holomorphe le long
des disques, toutes les setions holomorphes du bré Ω′T ⊗ L au bord se
prolongent sur le bré en disques ; en outre, sur la setion nulle, seule la
omposante sur Ω1,0P 12 peut être non triviale, e qui signie que la setion
desend en réalité sur l'espae des twisteurs N (obtenu en ontratant le P 11
de la setion nulle). Cette observation est à la base de la démonstration de
l'existene d'un prolongement à l'intérieur de la forme de ontat holomorphe.
Corollaire 3.2. Pour une setion s de Ω′⊗L sur T, à oeients de Fourier
stritement négatifs, on a une estimation∥∥∂s∥∥
L2
≥ c(‖∇Hs‖L2 + ‖s‖L2);
la même estimation reste valable pour une setion à oeients de Fourier
négatifs ou nuls, s'annulant sur T 1,0P 12 .
Démonstration. La variété CR T est de signature (1,1), l'opérateur ∂ est
don hypoelliptique sur les 0-formes, et l'absene de noyau, onséquene du
lemme (3.1), implique les estimations du orollaire.
Bien qu'il s'agisse d'une théorie bien onnue, il peut être utile au leteur de
voir de manière élémentaire omment es estimations sont une onséquene
de la signature (1,1) du bré O(−1, 1). Expliquons ela brièvement dans le
as d'une fontion s d'un bré E provenant de la base P 1 × P 1. On peut
déomposer s suivant en séries de Fourier sur haque erle :
s =
∑
k
sk;
omme on l'a vu dans la démonstration du lemme 3.1, si t est la setion
tautologique du bré O(−1, 1), alors skt
−k
est une setion S1-invariante de
O(k,−k) ; rappelons la formule de Weitzenbök, pour une setion σ d'un bré
E sur la variété kählérienne X :∫
X
∣∣∂σ∣∣2 = 1
2
∫
X
|∇σ|2 −
〈
iΛFEσ, σ
〉
, (3.4)
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où Λ est la ontration par la forme de Kähler ; maintenant, remarquons que
iFO(k,−k) = k(−ω1 + ω2);
si k ≥ 0, nous appliquons la formule de Weitzenbök sur haque {x} × P 12 :∫
X
∣∣∂(skt−k)∣∣2 ≥ ∫
X
∣∣∣∂P 1
2
(skt
−k)
∣∣∣2 ≥ ∫
X
(k − sup |FE|) |sk|
2 ,
tandis que pour k ≤ 0, le même résultat est obtenu en utilisant plutt le
signe de la ourbure de O(k,−k) sur P 11 , et par onséquent,∥∥∂s∥∥2
L2
+ ‖s‖2L2 ≥ c
∑
(1 + |k|) ‖sk‖
2 ;
en réutilisant (3.4) pour obtenir un ontrle sur ∇(skt
−k), on obtient∥∥∂s∥∥2
L2
+ ‖s‖2L2 ≥ ‖∇Hs‖
2
L2 ;
e ontrle implique aussi le ontrle d'une demi-dérivée dans la diretion
transverse à la distribution de ontat, 'est-à-dire l'estimation, démontrée
diretement, sur
∑
k ‖sk‖
2
.
Par un argument standard d'analyse fontionnelle, ette estimation im-
plique que le noyau de ∂ est de dimension nie, et, dans le as où il est nul,
l'estimation du orollaire.
3.2 Problème non linéaire
La déformation de la struture omplexe, φ : T 0,1 → T 1,0, induit au dual
φt : Ω1,0 → Ω0,1, que l'on peut aussi érire omme la ontration Ω0,1⊗T 1,0⊗
Ω1,0 → Ω0,1,
φt(ξ) = φyξ;
les (1,0)-formes pour la nouvelle struture omplexe sont paramétrées par les
ξ − φyξ,
pour ξ ∈ Ω1,0 ; notons que ette formule a également un sens sur Ω′ = Cη ⊕
Ω1,0. Une struture de ontat omplexe pour la nouvelle struture omplexe
peut don être représentée par la 1-forme à valeurs dans L,
̟c = (ηc + ξ)− φy(ηc + ξ),
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où ξ est une setion de Ω′T ⊗ L, que l'on peut soumettre à la normalisation
ξ|T 1,0P 1
2
= 0;
le noyau de la forme̟c est holomorphe si et seulement si, pour toutX ∈ T 0,1,
ιX+φXd̟
c = αX̟
c, α ∈ Ω0,1; (3.5)
on remarquera que l'opérateur d fait a priori intervenir une onnexion sur le
bré L, mais un hoix diérent de onnexion ne modie le membre de gauhe
que par un terme proportionnel à ̟c, don sans inuene sur l'équation.
Digression : déomposition de la diérentielle extérieure
Avant de poursuivre l'étude de l'équation (3.5), nous avons besoin de
préiser quelques déompositions de la diérentielle extérieure d sur la variété
CR T.
Pour une fontion f , on peut déomposer la diérentielle en
df = ∂f + ∂′f, ∂f ∈ Ω0,1, ∂′f ∈ Ω′.
Passons maintenant aux 1-formes : puisque [T 1,0, T 1,0] ⊂ T 1,0, on a
dΩ0,1 ⊂ Ω0,2 + Ω1,1 +Cη ⊗ Ω0,1;
pour une (0,1)-forme α ∈ Ω0,1, on peut don déomposer
dα = ∂α + ∂′α,
{
∂α ∈ Ω0,2,
∂′α ∈ Ω1,1 +Cη ⊗ Ω0,1 = Ω′ ⊗ Ω0,1.
De manière similaire, pour une (1,0)-forme α ∈ Ω1,0, on a la déomposition
dα = ∂α + ∂′α,
{
∂α ∈ Ω1,1,
∂′α ∈ Ω2,0 +Cη ⊗ Ω1,0 = Λ2Ω′.
Enn, pour une fontion f , on a
d(fη) = (∂f ∧ η + fdη) + ∂f ∧ η ∈ Ω0,1 ⊗ Ω′ + Λ2Ω′
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et on peut dénir ∂(fη) et ∂(fη) omme les deux moreaux de ette diéren-
tielle.
En partiulier, nous avons don la diérentielle sur Ω′ qui se déompose
en d = ∂ + ∂′, ave
∂Ω′ ⊂ Ω0,1 ⊗ Ω′, ∂′Ω′ ⊂ Λ2Ω′.
Ces observations mènent failement au lemme plus général suivant.
Lemme 3.3. Notons Ω˜i,j = ΛiΩ′ ⊗ Ω0,j ⊂ Ωi+j, alors la diérentielle ex-
térieure se déompose en d = ∂ + ∂′, ave
∂Ω˜i,j ⊂ Ω˜i+1,j , ∂′Ω˜i,j ⊂ Ω˜i,j+1;
en partiulier, on a ∂∂′ + ∂′∂ = 0.
Forme de ontat holomorphe
Revenons à l'équation (3.5) : les deux membres sont dans l'espae Ω′ pour
la nouvelle struture omplexe induite par φ, l'équation est don équivalente
à sa projetion sur Ω′ pour la struture initiale, e qui nous donne
ιX∂ξ − ιX∂
′φy(ηc + ξ) + ιφX (dη
c + ∂′ξ) = αX(η
c + ξ). (3.6)
Notons l'identité, pour toute forme ξ ∈ Ω′,
∂′(φyξ)− φy∂′ξ = (∂′φ)yξ − φy∇1,0ξ; (3.7)
ette identité ne fait intervenir qu'en apparene une dérivée ovariante ∇1,0
sur T 1,0, ar, en réalité, le membre de droite ne dépend pas du hoix préis
eetué. Nous obtenons nalement l'équation
∂ξ − (∂′φ)y(ηc + ξ) + φy∇1,0(ηc + ξ) = α⊗ (ηc + ξ). (3.8)
En évaluant l'équation sur un veteur dans T 1,0P 12 , on obtient α = α(ξ), ave
α(ξ) ne dépendant de ξ qu'à l'ordre 0 ; on peut alors rérire l'équation omme
∂ξ = (∂′φ)y(ηc + ξ)− φy∇1,0(ηc + ξ) + α(ξ)⊗ (ηc + ξ).
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Supposons φ à oeients de Fourier positifs ou nuls, et projetons ette
équation sur les oeients de Fourier stritement négatifs : omme ηc a un
oeient de poids 0 sur le Ω1,0P 12 et un oeient de poids 2 sur le Ω
1,0P 11 ,
on obtient, en notant ξ<0 la partie de ξ à oeients négatifs ou nuls,
∂ξ<0 = π<0
(
(∂′φ)yξ − φy∇1,0ξ + α(ξ)⊗ (ηc + ξ)
)
;
ompte tenu de la forme des équations, dont les termes non linéaires sont
seulement des multipliations, on obtient∥∥∂ξ<0∥∥L2 ≤ c (‖ξ<0‖L2 + ‖∇Hξ<0‖L2) (‖ξ‖L∞ + ‖φ‖C1) . (3.9)
De ette estimation, on déduit le résultat suivant.
Théorème 3.4. Supposons que l'on ait une perturbation Tφ de la struture
omplexe de T par un φ susamment petit, à oeients de Fourier positifs
ou nuls (de sorte que la perturbation s'étende à une perturbation Nφ de N).
Supposons que Tφ admette une struture de ontat holomorphe, prohe de
la struture standard ηc. Alors elle-i s'étend en une struture de ontat
holomorphe sur N
φ
.
Démonstration. D'après le orollaire (3.2), on a une estimation∥∥∂ξ<0∥∥L2 ≥ c(‖ξ<0‖L2 + ‖∇Hξ<0‖L2);
ompte tenu de l'estimation (3.9), si φ et ξ sont assez petits, on déduit
ξ<0 = 0, don ξ est à oeients de Fourier positifs ; on peut alors prolonger
ξ de manière holomorphe le long de haque disque : le prolongement obtenu
vérie enore l'équation (3.8), e qui signie qu'on a nalement obtenu dans
N˜φ une 1-forme ̟ à valeurs dans L, solution de l'équation
∂̟ = α⊗̟, α ∈ Ω0,1φ ,
et, quitte à intégrer α dans l'opérateur ∂ du bré L, une solution de
∂̟ = 0.
Rappelons (voir le lemme 2.2) que la base du bré en disques est P 1×P 1 ave
bré normal O(−1, 1). La forme ̟ dénit au-dessus de P 1 × P 1 une setion
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holomorphe de Ω1
N˜φ
⊗L, ave L ne pouvant être égal qu'à O(0, 2), mais, omme
dans la démonstration du lemme 3.1, ̟ doit s'annuler sur T 1,0P 11 , et desend
à la ontration Nφ de P
1
1 . On obtient ainsi une distribution holomorphe sur
Nφ, qui est bien de ontat ar 'est une petite déformation de la struture
de ontat de N.
Corollaire 3.5. Si on a une petite déformation g de la métrique standard
de S3, dont l'espae des twisteurs satisfait les hypothèses du lemme 2.2, alors
g est le bord à l'inni d'une métrique autoduale Einstein (omplète) sur B4.
Démonstration. Le orollaire (2.3) nous dit que g est le bord d'une métrique
autoduale sur B4, et le théorème préédent indique que son espae des
twisteurs N admet une forme de ontat holomorphe ; les P 1 réels sont
tangents à la distribution de ontat holomorphe au bord, transverses à
l'intérieur, e qui fournit la métrique d'Einstein voulue dans la lasse on-
forme.
4 Constrution de disques extrémaux
Dans les setions 2 et 3, on a vu une proédure pour fabriquer des
métriques autoduales, ou autoduales Einstein, à partir d'une donnée on-
forme [g,Q] sur le bord S3 : la méthode onsiste à étendre les strutures le
long des disques holomorphes, pourvu que la struture omplexe de l'espae
des twisteurs au bord puisse se présenter ave des oeients de Fourier posi-
tifs. Dans ette setion, on montre la réiproque, à savoir que si l'extension
existe, alors de tels disques holomorphes doivent toujours exister.
4.1 Existene d'une bration en disques
Dans le as d'un domaine pseudo-onvexe, on dispose de méthodes pour
produire des disques extrémaux [Lem81℄. Dans le as général où la forme de
Levi n'a pas de signe xé, mais demeure non dégénérée, nous onstruisons,
par déformation, des disques extrémaux au sens de Lempert [Lem92, lemme
7.1, théorème 10.1℄.
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Théorème 4.1. Soit D un bré en disques holomorphes au-dessus de la
variété omplexe X, tel que la forme de Levi de ∂D soit non dégénérée. Soit
Dφ une petite perturbation de la struture omplexe de D, telle que X ⊂ Dφ
demeure une sous-variété omplexe. Alors, pour tout point p ∈ ∂Dφ, il existe
un unique plongement f : ∆ → Dφ, et un unique sous-bré E de f
∗T 1,0Dφ,
tels que :
(a) f et E sont holomorphes sur ∆ ;
(b) f(1) = p, f(S1) ⊂ ∂D, f(0) ∈ X ;
() E|S1 = T
1,0∂Dφ, et E0 est tangent à X ;
De plus, les f = f p satisfont
(d) T 1,0∆ et E sont transverses.
(e) fup(ζ) = f p(uζ) pour tout u ∈ S1 ;
(f) F : ∂D × ∆ → Dφ dénie par F (p, ζ) = f
p(ζ) est lisse, et
F (·, ζ) : ∂D → Dφ est une immersion pour ζ 6= 0.
Nous donnerons la démonstration du théorème dans la setion 4.2. Pour le
moment, nous en tirons quelques onséquenes. Remarquons que la propriété
(e) dans le théorème indique qu'on a en réalité onstruit une ation de S1 (et
même de ∆) sur Dφ. Le orollaire suivant indique que la onstrution faite
dans le lemme 2.2 apture bien toutes les déformations de D.
Corollaire 4.2. Sous les hypothèses du théorème 4.1, l'ation de S1 dénie
par les f p sur ∂Dφ est de ontat ; plus généralement, la distribution Re (E+
E) ⊂ TDφ est bien dénie, et invariante sous ∆, e qui signie que Dφ
se présente par rapport à D par un tenseur φ satisfaisant les hypothèses du
lemme 2.2.
Démonstration. Ce orollaire est essentiellement [Lem92, Lemme 7.1℄ et nous
ne refaisons pas la démonstration : le point ruial est de montrer que si
Y ∈ Tp∂Dφest un veteur dans la distribution de ontat, alors pour tout
ζ ∈ ∆, on a
F (·, ζ)∗Y ∈ E + E,
e qui est une onséquene sans diulté des onditions au bord et du fait
que E est holomorphe le long des disques.
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Nous déduisons maintenant de e résultat une aratérisation des [g,Q] qui
admettent un remplissage autodual.
Théorème 4.3. Soit [g,Q] la donnée d'une première et d'une seonde formes
fondamentales sur S3, à hangement onforme près. Supposons que [g,Q] soit
susamment prohe de la métrique standard, alors [g,Q] est le bord d'une
métrique autoduale sur la boule B4 si et seulement si l'espae des twisteurs T
de [g,Q] admet une ation de ontat de S1, anti-ommutant à la struture
réelle de T, par rapport à laquelle la struture CR de T soit à oeients de
Fourier positifs ou nuls.
Nous pouvons aussi donner un résultat sur le remplissage d'une lasse
onforme [g] par une métrique d'Einstein autoduale.
Théorème 4.4. Soit [g] une métrique onforme sur S3, susamment prohe
de la métrique standard, alors [g] est l'inni onforme d'une métrique d'Ein-
stein autoduale sur la boule B4 si et seulement si l'espae des twisteurs T de
[g] admet une ation de ontat de S1, anti-ommutant à la struture réelle
de T, par rapport à laquelle la struture CR de T soit à oeients de Fourier
positifs ou nuls.
Démonstration des théorèmes 4.3 et 4.4. Si l'on suppose que [g,Q] admet un
remplissage autodual, alors l'espae des twisteurs T admet un remplissage
par l'espae des twisteurs N de la métrique autoduale. Au-dessus du point
0 ∈ B4, nous avons une bre twistorielle N0 qui est un P
1
; en élatant ette
bre, on obtient une variété N˜ ave au-dessus de N0 un P
1 × P 1 ⊂ N˜, et
on garde T = ∂N˜ ; on peut appliquer le théorème 4.1 et le orollaire 4.2
ave X = P 1 × P 1 pour déduire que T admet eetivement l'ation de S1
demandée. D'autre part, l'assertion d'uniité dans le théorème 4.1 ontraint
l'ation de S1 qui s'en déduit à satisfaire la ondition de ompatibilité (1.9)
ave la struture réelle.
Réiproquement, étant donné [g,Q] satisfaisant les hypothèses du théorème,
l'existene du remplissage autoduale résulte du orollaire 2.3 ; si de plus
Q = 0, alors le prolongement autodual admet bien dans sa lasse onforme
un représentant d'Einstein par le orollaire 3.5.
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4.2 Démonstration du théorème 4.1
Il est lair que D, ave sa struture de bré en disques p : D → X ,
satisfait les onlusions du théorème. On va onstruire les strutures pour
Dφ par un argument de déformation.
Puisque la forme de Levi du bord est non dégénérée, on a une 1-forme
de onnexion η sur ∂D, se restreignant à la forme angulaire dθ sur haque
disque, telle que
(ker η)⊗C = T 0,1∂D + T 1,0∂D
soit une distribution de ontat sur ∂D ; omme deux strutures de ontat
prohes sont diéomorphes, on peut supposer que la même hose demeure
valable pour Dφ, e qui se traduit sur φ par la ondition
φ(T 0,1∂D) ⊂ T 1,0∂D.
Le résultat étant loal au voisinage d'un disque donné au-dessus d'un
point x ∈ X , on va hoisir des oordonnées loales (zi)i≥1 sur X près de x.
Nous trivialisons le bré Ω1,0D près du disque p−1(x) par la base
e0 = 2iη1,0, ei = p∗dzi;
il faut noter que sur haque disque, e0 s'identie simplement à dζ/ζ ; en
partiulier, nous avons hoisi e0 singulier sur la setion nulle ; nous avons la
base duale onstituée du veteur d'homothétie dans les bres, ∂0 = ζ∂/∂ζ ,
et des relevés horizontaux ∂i des veteurs ∂/∂z
i
de la base.
Étant donnée une perturbation φ de la struture omplexe de D, nous
trivialisons le bré Ω1,0Dφ par les e
i − φtei, et nous herhons (f,̟) ave
f : ∆→ D et
̟ =
∑
i≥0
̟i(e
i − φtei),
où les ̟i sont des fontions sur ∆ et E = ker̟ ; bien entendu, ̟ n'est déni
qu'à multipliation près par une fontion, et nous hoisissons la normalisation
̟0 = ζ ;
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ompte tenu de la singularité de e0 sur la setion nulle, e hoix dénit bien
une forme lisse y ompris sur la setion nulle ; nous notons également
π̟(
∑
i≥0
ϑie
i) =
∑
i>0
(ϑi − ϑ0̟i)e
i
la projetion sur Ω1,0D/C̟ ≈ p∗Ω1,0X .
Le ouple (f,̟) doit satisfaire aux équations suivantes : d'une part, la
diérentielle df : T∆→ TDφ se déompose en ∂φf+∂φf : T
0,1∆→ T 1,0Dφ+
T 0,1Dφ, et f est holomorphe si
∂φf = 0;
omme on peut trivialiser T 0,1∆ par le veteur ∂/∂ζ , on peut onsidérer ∂φf
omme une setion de f ∗T 1,0Dφ ≈ f
∗T 1,0D via φ ; d'autre part, E doit être
holomorphe le long de ∆, e qui se traduit par ∂φ̟ = α⊗̟ ; en identiant
à nouveau Ω1,0Dφ et Ω
1,0D via φ, on obtient nalement l'équation
π̟∂φ̟ = 0,
où, à nouveau en trivialisant T 0,1∆ par ∂/∂ζ , on peut onsidérer π̟∂φ̟
omme une setion de f ∗Ω1,0X .
Les onditions au bord se traduisent par
f(1) = p,
f(S1) ⊂ ∂D, (4.1)
f(0) ∈ X,
et, pour i > 0,
̟i|S1 = 0,
̟i(0) = 0.
(4.2)
Pour bien poser le problème d'inversion loale, il nous reste à poser
Map(∆, D) = {f : ∆→ D, de lasse C1+α, satisfaisant (4.1)},
E(∆, D) = {̟ = ζe0 +
∑
i>0
̟ie
i, ̟i de lasse C
1+α, satisfaisant (4.2)}.
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Nous regardons l'opérateur
P (f,̟, φ) = (∂φf, π
̟∂φ̟),
déni sur Map(∆, D)×E(∆, D), à valeurs dans les espaes de setions (rap-
pelons que nous avons trivialisé T 1,0D et Ω1,0X dans un voisinage du disque
onsidéré)
Cα(∆, T 1,0D)× Cα(∆,Ω1,0X).
Il est manifeste que es espaes sont des variétés de Banah, et l'opérateur
P est lisse entre es espaes (on ne regarde que des φ lisses, mais on peut,
pour avoir un espae de Banah, se ontenter de φ de lasse Ck pour k assez
grand).
Lemme 4.5. La diérentielle en (f(ζ) = ζp,̟ = ζe0, φ = 0) de P par
rapport à (f,̟) est un isomorphisme.
Admettons le lemme quelques instants. On en déduit que si la perturba-
tion φ est assez petite, alors le problème P (f,̟, φ) = 0 a une solution unique
dans Map(∆, D) × E(∆, D) ; ela fournit le ouple (f, E) du théorème 4.1
satisfaisant les propriétés (a) à (). La propriété (d) reste vraie après petite
perturbation. Analysons à présent la dépendane par rapport au point p :
grâe à l'uniité de la solution, la propriété (e) est immédiate, tandis que (f)
résulte du fait que la solution dépend de manière lisse des paramètres. Le
théorème 4.1 est démontré.
Remarque 4.6. La ondition que X demeure une sous-variété omplexe a
pour seule utilité de donner un sens à la ondition (). Mais la résolution i-
dessus reste valable sans ette ondition, la diérene étant que la ondition
̟i(0) = 0 n'a plus d'interprétation géométrique naturelle.
Démonstration. Il nous reste à aluler la diérentielle de l'opérateur P . Un
veteur tangent à Map(∆, D) est un hamp de veteur X le long de ∆, mais
il sera plus ommode d'utiliser
X = f + f,
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ave f veteur∗ de type (1,0), représenté par
f = f 0
e0
ζ
+
∑
i>0
f iei, f
0, f 1, . . . ∈ C1+α;
le fateur ζ s'explique en se rappelant que e0 s'annule sur X , mais e0/ζ est
lisse. Les onditions au bord (4.1) se traduisent par
Re
f 0
ζ
= 0 sur le bord S1,
f i(1) = 0, (4.3)
f 0(0) = 0.
D'autre part, rappelons que ̟ = ζe0+
∑
i>0̟ie
i
, ave ̟i de lasse C
1+α
, et
onditions au bord (4.2).
En φ = 0, l'opérateur P est simplement P (f,̟) = (∂f, π̟∂̟) ; plus
préisément, le seond opérateur est
π̟ιf∗ ∂
∂ζ
d̟;
ompte tenu que la ourbure du bré une 2-forme non dégénérée sur X,
est
de0 = 2i∂η1,0 = F = Fıje
ı ∧ ej,
la diérentielle de P suivant ̟ s'érit
πζe
0
(ι[X, ∂
∂ζ
]d(ζe
0) + ι ∂
∂ζ
d̟) = πζe
0
(ι[f+f , ∂
∂ζ
]ζF + ι ∂
∂ζ
d̟i ∧ e
i).
Nous sommes maintenant en mesure d'érire expliitement le problème in-
nitésimal : étant donnés le long de ∆ un (1,0)-veteur g = g0 e0
ζ
+
∑
i>0 g
iei,
et une (1,0)-forme ρ =
∑
i>0 ρie
i, les équations à résoudre deviennent
∂f i
∂ζ
= gi, i ≥ 0, (4.4)
∂̟i
∂ζ
− ζ
∂f j
∂ζ
Fi = ρi, i > 0, (4.5)
∗
il est ommode ii d'utiliser le même symbole pour l'appliation f et pour sa version
innitésimale qui est un hamp de veteurs
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ave les onditions au bord (4.3) et (4.2).
L'équation (4.4) dénit les f i à fontion holomorphe près sur ∆.
Pour e qui est de f 0, les onditions au bord (4.3) la dénissent unique-
ment : en eet, ommençons par hoisir la solution ϕ01 de
∂ϕ01
∂ζ
= g0
telle qu'au bord seuls les oeients de Fourier stritement négatifs soient
non nuls :
ϕ01|S1 =
∑
k<0
ake
ikθ;
pour obtenir la ondition Re (f 0/ζ) = 0 au bord, nous rajoutons à ϕ01 la
fontion holomorphe
ϕ02 = −
∑
k>2
a−k+2ζ
k;
nous avons enore la liberté de rajouter à f 0 = ϕ01 + ϕ
0
2 un terme
ϕ3 = a0 + a1ζ − a0ζ
2, Re a1 = 0,
mais les oeients a0 et a1 sont maintenant imposés par les onditions
f 0(0) = f 0(1) = 0. Bien entendu f 0 = ϕ01 + ϕ
0
2 + ϕ
0
3 est de lasse C
1+α
si g0
est de lasse Cα.
Passons maintenant aux ̟i : un hoix des fi ayant été fait, on peut
résoudre (4.5) de sorte que les oeients de Fourier positifs ou nuls des ̟i
au bord soient nuls, mais ette ondition est enore loin de la ondition au
bord (4.2) voulue, à savoir l'annulation omplète des ̟i au bord ; examinons
l'inuene d'une modiation des f i (i > 0) par des fontions holomorphes
ϕi :
f i → f i + ϕi;
en séparant
ϕi = ai0 + a
i
1ζ + ϕ
i
1, ϕ
i
1 =
∑
k>1
aikζ
k,
on observe que les ̟i se transforment par la loi
̟i → ̟i + ζϕ
j
1Fi + (|ζ |
2 − 1)aj1Fi;
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par onséquent, en hoisissant ϕj
1
holomorphe de sorte que (ii nous utilisons
le fait que la forme de Levi est non dégénérée, don (Fıj) admet un inverse
(F ıj) )
ϕj1|S1 = −ζF
ıj̟i|S1,
e qui est possible puisque les ̟i|S1 sont à oeients de Fourier stritement
négatifs, on peut obtenir la ondition au bord ̟|S1 = 0 ; la ondition ̟i(0) =
0 est obtenue en xant les oeients ai1, et la seule liberté demeurant sur
les f i est d'ajouter une onstante ai0, e qui permet d'assurer la ondition au
bord f i(1) = 0. De nouveau, la solution (f i, ̟i) est de lasse C
1+α
si les gi
et les ρi sont de lasse C
α
, e qui ahève la démonstration du lemme.
4.3 Les disques holomorphes et la géométrie onforme
Il est intéressant de noter que les disques holomorphes dans l'espae des
twisteurs d'une variété antiautoduale ont une interprétation en termes de
disques dans la variété onforme. Si l'on dispose d'une métrique onforme [g]
sur la variété X4, alors la seonde forme fondamentale B d'une surfae se
déompose en trois omposantes :
B = B+ +B−
= B+ +B2,0 +B0,2;
en eet, le plan tangent P ⊂ TX à la surfae détermine une struture
presque-omplexe hermitienne J sur TX = P ⊕ P⊥; alors B+ = B1,1 est
la partie J-invariante de B, satisfaisant
B+JU,JV = B
+
U,V , U, V ∈ P,
et B− est la partie J-anti-invariante, se déomposant elle-même en deux
omposantes B2,0 et B0,2 satisfaisant respetivement
B2,0JU,V = J
P⊥BU,V , B
0,2
JU,V = −J
P⊥BU,V .
Une surfae Σ dans X détermine, omme on l'a vu, une struture presque-
omplexe J sur TX le long de Σ, 'est-à-dire une setion de la bration
twistorielle que l'on peut appeler le relèvement de Σ à l'espae des twisteurs.
L'énoné suivant est essentiellement ontenu dans l'artile [Gau86℄ de Gaudu-
hon.
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Lemme 4.7. Supposons la métrique [g] sur X antiautoduale, soit p : N →
X son espae de twisteurs, et Σ une surfae de Riemann ; le relèvement à
l'espae des twisteurs donne une orrespondane entre
1. les immersions onformes Σ→ X, dont la seonde forme fondamentale
satisfait B0,2 = 0 ;
2. les immersions holomorphes Σ→ N, transverses à la bration en P 1.
Notons que l'énoné est donné dans le as antiautodual, qui permet de
représenter plus agréablement l'espae des twisteurs omme le bré des stru-
tures presque-omplexes hermitiennes, ompatibles à l'orientation ; le as au-
todual est obtenu par un simple hangement d'orientation.
Démonstration. La orrespondane entre la ondition B0,2 = 0 et l'holomor-
phie du relèvement à l'espae des twisteurs est montrée dans [Gau86℄. Il reste
à montrer qu'une immersion holomorphe ι : Σ→ N provient bien du relève-
ment de p ◦ ι. Notons J la struture presque-omplexe sur TX le long de
pι(Σ), induite par la setion ι de l'espae des twisteurs. Soit un point σ ∈ Σ :
par la dénition même de la struture omplexe de l'espae des twisteurs, la
projetion p : Tι(σ)N → (Tpι(σ)X, J) est C-linéaire, don, puisque ι est holo-
morphe, p ◦ ι : TσΣ→ (Tpι(σ)X, J) est aussi C-linéaire, e qui impose que la
struture omplexe le long de pι(Σ) induite par l'immersion pι est aussi J ;
ela montre que ι est bien le relèvement à l'espae des twisteurs de p ◦ ι.
5 Le groupe des ontatomorphismes
Il est bien onnu qu'un ontatomorphisme est essentiellement donné par
une fontion réelle ; si l'on dispose d'un hamp de Reeb R pour la forme
de ontat η, le ontatomorphisme innitésimal orrespondant à la fontion
réelle f n'est autre que
Xf = fR−#dHf,
où # est déni sur les 1-formes horizontales par dη(#α,X) = 〈α,X〉 ; en
partiulier, Xf ne dépend que de f et de dHf .
Il est moins faile de produire une paramétrisation f → ϕf des ontato-
morphismes prohes de l'identité, de telle manière que ϕf ne dépende que de
f et des dérivées horizontales de f . Par exemple, la paramétrisation naturelle
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provenant de la sympletiation semble utiliser toutes les dérivées de f , et
la perte de dérivée qui en déoule ontraint ensuite à utiliser des arguments
de type Nash-Moser, voir [CL95℄.
En dimension 3, Bland [Bla94℄ a proposé dans le as de S3 une paramétri-
sation du groupe des ontatomorphismes qui ne onsomme que les dérivées
horizontales.
Dans ette setion, nous proposons une autre paramétrisation, valable en
dimension supérieure ou égale à 5, qui onviendra pour nos appliations.
Nous supposons que la variété de ontat est un S1-bré au-dessus d'une
variété sympletique (X,ω) :
S1 → M
↓ π
X
et que la forme de ontat η est une 1-forme de onnexion, ave dη = π∗ω. On
notera H = ker η la distribution de ontat. L'idée de base de la onstrution
qui suit est la simple onstatation que, pour regarder les dérivées horizontales
d'un ontatomorphisme ϕ deM , il sut de regarder les dérivées horizontales
de la omposition π ◦ ϕ : M → X .
Dans notre situation, il est souhaitable d'utiliser plutt les espaes fon-
tionnels de Folland-Stein [FS74℄, 'est-à-dire des espaes de Sobolev anisotropes,
mieux adaptés à la géométrie de ontat : l'espae Hk onsiste des fon-
tions ave k dériv{ées suivant les diretions de ontat (et, par onséquent,
k
2
dérivées dans la diretion du hamp de Reeb). Nous hoisirons toujours
k susamment grand, de sorte qu'on ait l'injetion de Sobolev pour les es-
paes de Folland-Stein, Hk ⊂ C0; ela implique que les espaes de fontions
de lasse Hk sont des algèbres, e qui permet de faire l'analyse non linéaire.
Plus préisément, on a le lemme suivant :
Lemme 5.1. Pour k > n, l'espae des fontions de régularité Hk sur la
variété de ontat Xn est une algèbre, et agit par multipliation sur les espaes
Hi pour i < k.
Démonstration. On se ramène failement aux onsidérations similaires sur
les espaes de Sobolev usuels Li,p de fontions ayant i dérivées dans Lp.
En eet, rappelons que Hi ⊂ Li/2,2 et, lassiquement, Li/2,2 ⊂ Lp pour
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1/p = 1/2 − i/2n > 0. Par onséquent, prenons deux fontions f ∈ Hk
et g ∈ Hi, ave i ≤ k, et montrons que le produit fg a i dérivées horizontales
dans L2 : nous devons don montrer que ∇jf∇i−jg ∈ L2 ; si k − j > n ou si
j > n, alors l'un des deux fateurs est dans C0 et le produit est lairement
dans L2 ; dans les as restants, 'est-à-dire si k − n ≤ j ≤ n, alors ∇jf ∈ Lp
ave 1/p = 1/2−(k−j)/2n (si k−j 6= n), et∇i−jg ∈ Lq ave 1/q = 1/2−j/2n
(si j 6= n), don ∇jf∇i−jg ∈ Lr ave
1
r
=
1
p
+
1
q
= 1−
k
2n
<
1
2
;
dans le as où j = k − n ou n, par exemple si j = k − n, on prend p < ∞
susamment grand et on arrive quand même à r > 2.
5.1 Espae d'appliations de M dans X
Remarquons que si ϕ : M → M est de ontat, alors ψ = π ◦ϕ : M → X
vérie la ondition
ψ∗ω ∈ I(η), (5.1)
où I(η) est l'idéal diérentiel engendré par η. Nous pouvons aussi rérire
la ondition d'une manière diérente : notons Λ20H l'espae des 2-veteurs
primitifs (dans le noyau de dη), et
Ω20H := Λ
2H∗/Rdη
l'espae des 2-formes horizontales primitives (on peut identier Ω20H au noyau
dans Ω2H de l'opérateur de ontration par dη), alors (5.1) devient équiva-
lente à
ψ∗ω = 0 ∈ Ω20H.
Cela nous amène à étudier les appliations M → X satisfaisant ette ondi-
tion.
L'espae des appliations ψ : M → X ayant k dérivées horizontales dans
L2 est une variété hilbertienne, Hk(M,X), paramétrée dans un voisinage de
π par un hamp de veteurs horizontal ξ sur M , via l'appliation
ξ −→ (x→ expπ(x) π∗ξ),
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où l'exponentielle sur X est prise par rapport à une métrique riemannienne
xée.
On notera Pk(M,X) ⊂ Hk(M,X) le sous-espae des ψ satisfaisant (5.1) ;
xons ψ0 ∈ P
k(M,X), et remarquons que
ψ∗0ω = fdη + α ∧ η;
omme ω est fermée, il faut que
(df − α) ∧ dη + dα ∧ η = 0,
e qui implique α = df et nalement
ψ∗0ω = d(fη).
Examinons, au voisinage de ψ0, l'appliation
P : Hk(M,X)→ Hk−1(M,Ω20H)
dénie par
P (ψ) = ψ∗ω.
Puisque dω = 0 et ψ∗0ω = d(fη), la forme ψ
∗ω reste exate, don sa projetion
Pψ sur Ω20H est à valeurs dans Im dH . Or l'opérateur
dH : Γ(M,H
∗)→ Γ(M,Ω20H)
s'insère dans un omplexe hypoelliptique, le omplexe de Rumin [Rum90,
Rum94℄ ; il en résulte en partiulier que Im dH est fermé dans H
k−1(M,Ω20H).
De plus, la diérentielle de P en ψ0 n'est autre que
ξ −→ Lξd(fη) = dιξd(fη);
en partiulier, la diérentielle en π est (en notant ♭ = #−1)
ξ −→ d(♭ξ)
qui est une appliation submersive
Hk(M,H) −→ Im dH ∩H
k−1(M,Ω20H).
Plus généralement, la diérentielle reste submersive en ψ0 tant que la fontion
f plus haut ne s'annule pas ; on en déduit nalement que P−1(0) est une sous-
variété hilbertienne de Hk(X, Y ) :
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Lemme 5.2. L'espae Pk0 des appliations ψ : M → X satisfaisant (5.1),
telles que ψ∗ω demeure non dégénérée sur H, est une sous-variété hilberti-
enne de Hk(M,X), ave espae tangent en π représenté par les hamps de
veteurs horizontaux ξ de régularité Hk tels que dH(♭ξ) = 0.
5.2 Relèvement
On a vu que si ϕ : M → M est de ontat, alors ψ = π ◦ ϕ satisfait la
ondition (5.1). Le lemme suivant montre que l'on peut presque réupérer le
ontatomorphisme ϕ à partir de ψ.
Lemme 5.3. Supposons M simplement onnexe. Si ψ : M → X satisfait
(5.1), alors on peut relever ψ en un ontatomorphisme ϕ : M → M ; e
relèvement est unique, à la omposition près par l'ation d'un élément de S1.
Démonstration. On xe un point de base m ∈M , et on hoisit un relèvement
µ ∈M du point ψ(m) ; étant donné un hemin horizontal c(t) dans M allant
de m à p ∈ M , il y a un unique relèvement horizontal µ(t) à M du hemin
ψ(c(t)), tel que µ(0) = µ.
Armation. Le relèvement µ(1) de ψ(p) ne dépend pas du hemin hoisi.
Supposons ette armation aquise : alors on a déni un relèvement
ϕ : M → M de ψ qui par onstrution envoie les diretions horizontales sur
les diretions horizontales. Le seul hoix est elui du relevé de ψ(m), et une
modiation de e relevé entraîne simplement la omposition de ϕ ave un
élément de S1.
Passons maintenant à la démonstration de l'armation i-dessus. Sup-
posons que l'on ait un laet c(t) dans M , don c(0) = c(1) = m. Il s'agit
de montrer que pour le relèvement µ, on a µ(1) = µ(0) = p. Puisque M est
simplement onnexe, il existe (voir par exemple [All98℄) un disque legendrien
dont le bord est e laet, 'est-à-dire que l'on peut trouver une homotopie
legendrienne c(s, t) ∈M , telle que
c(1, t) = c(t),
c(0, t) = m,
c(s, 0) = c(s, 1) = m,
c∗η = 0.
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On peut relever t → ϕ(c(s, t)) en un hemin horizontal t → µ(s, t), ave
µ(s, 0) = µ. Maintenant, on a∫
[0,1]×[0,1]
µ∗dη =
∫
∂([0,1]×[0,1])
µ∗η =
∫
[0,1]
µ(·, 1)∗η, (5.2)
le hemin µ(s, 1) vit dans une bre S1 donnée, don l'intégrale (5.2) s'annule
exatement quand µ(0, 1) = µ(1, 1), 'est-à-dire quand µ(1) = p ; d'un autre
té, par hypothèse,
µ∗dη = µ∗π∗ω = c∗Φ∗ω = c∗(η ∧ α + fdη) = 0,
à ause de la ondition c∗η = 0, don l'intégrale (5.2) est bien nulle.
5.3 Paramétrisation des ontatomorphismes
Nous pouvons à présent proposer la paramétrisation suivante des onta-
tomorphismes deM qui sont prohes de l'identité. Fixons un pointm ∈M et
une setion loale σ : X →M de π telle que σ(π(m)) = m. Pour ψ : M → X
satisfaisant la ondition (5.1), notons ψ˜ le relevé de ψ onstruit par le lemme
5.3, tel que ψ˜(m) = σ(ψ(m)). Nous pouvons rérire le lemme 5.3 de la manière
suivante :
Lemme 5.4. SiM est simplement onnexe, alors tout ontatomorphisme ϕ
de M , prohe de l'identité, ayant k dérivées horizontales, s'érit de manière
unique ϕ = u ◦ ψ˜, ave u ∈ S1 et ψ ∈ Pk.
Maintenant, par le lemme 5.2, nous avons une bonne paramétrisation de
Pk : en eet, puisque Pk est une variété hilbertienne, nous avons une arte
loale
Ψ : TπP
k −→ Pk,
dénie sur une petite boule de TπP
k = {α ∈ Hk(M,H∗), dHα = 0} ; or la
ohomologie du omplexe de Rumin alule la ohomologie DeRham, don,
si H1(M,R) = 0, on peut paramétrer les α par
α = dHf, f ∈ H
k+1,
∫
M
f = 0.
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Finalement, étant donnée f ∈ Hk+1, susamment petite, on peut poser
u = exp
∫
M
f,
ψ = Ψ(dHf),
ϕ = u ◦ ψ˜, (5.3)
et on a démontré le résultat suivant :
Théorème 5.5. Si M est simplement onnexe, l'appliation (5.3) onstitue
une paramétrisation loale des ontatomorphismes de M , prohes de l'i-
dentité, et ayant k dérivées horizontales, par des fontions de régularité
Hk+1.
Cette paramétrisation nous fournit sur les ontatomorphismes prohes
de l'identité la struture de variété hilbertienne que nous utiliserons dans la
suite. On notera Gk le groupe des ontatomorphismes de M ave k dérivées
horizontales dans L2.
6 Jauge de Coulomb
Revenons à présent à l'espae des twisteurs T, qui n'est autre que le
S1-bré O(−1, 1) au-dessus de P 1 × P 1. Étant donnée une perturbation φ ∈
Ω0,1⊗T 1,0 de la struture CR, on herhe à quelle ondition existe une ation
de S1 du type produit par le orollaire 4.2. Tout d'abord on a le résultat
suivant.
Lemme 6.1. Une ation de S1 par ontatomorphismes sur T, prohe de
l'ation donnée, lui est onjuguée par un ontatomorphisme.
Démonstration. L'ation de S1 nous fournit une nouvelle forme de ontat,
η′, dont la diérentielle provient de la base P 1 × P 1 :
dη′ = π∗ω′,
où ω′ est une 2-forme fermée, représentant (à une onstante près) le c1 du
bré, et don dans la même lasse de ohomologie que ω ; si ω′ est prohe de
ω, alors, par le lemme de Moser, ω′ s'en déduit par un diéomorphisme, qui
se relève aux S1-brés en un diéomorphisme envoyant η sur η′.
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Ce lemme signie qu'au lieu de herher une ation de S1 pour laquelle les
oeients de Fourier de φ soient positifs ou nuls, il sut de herher un
ontatomorphisme ϕ de T tel que ϕ∗φ soit à oeients de Fourier positifs
ou nuls par rapport à l'ation standard de S1.
L'ation des ontatomorphismes sur les strutures CR s'apparente à l'a-
tion d'un groupe de jauge. L'idée est alors, à l'instar de Bland [Bla94℄ sur S3,
de trouver une jauge de Coulomb permettant de xer le ontatomorphisme ;
ette jauge sera hoisie de sorte de tuer autant de oeients négatifs que
possible dans φ.
Lemme 6.2. Le groupe Gk+1 agit de manière lisse sur Hk(Ω0,1 ⊗ T 1,0) par
φ→ ϕ∗φ ; l'appliation tangente à l'ation en l'origine est
f ∈ Hk+2 −→ ∂H#∂f,
et son image est fermée.
Démonstration. Notons ψ = π ◦ ϕ, où π est la projetion T → P 1 × P 1 ; on
sait que ϕ ∈ G+1 signie essentiellement que ψ ∈ H+1(T, P 1 × P 1) ; l'ation
de ϕ sur φ onsiste à déplaer le graphe de 1 + φ, e qui se traduit par
(ϕ∗φ)x = π1,0 ◦ (Txϕ)
−1 ◦ (1 + φϕ(x)) ◦ (π0,1 ◦ (Txϕ)
−1 ◦ (1 + φϕ(x)))
−1
= π1,0 ◦ (Txψ)
−1 ◦ (1 + φϕ(x)) ◦ (π0,1 ◦ (Txψ)
−1 ◦ (1 + φϕ(x)))
−1,
où φ est interprété omme un morphisme π∗T 0,1(P 1×P 1)→ π∗T 1,0(P 1×P 1) ;
on déduit alors failement la régularité annonée, à partir du lemme 5.1.
La diérentielle en f de l'ation de Gk+1 modie un veteur de type (0,1),
X, par
[Xf , X ] = [fR−#df,X ];
la struture omplexe est modiée par
φX = [Xf , X ]
1,0 = [−#∂f,X ]1,0 = (∂H#∂f)X .
L'image de ∂H#∂ est fermée ar l'opérateur ∂ est hypoelliptique sur les
0-formes en signature (1,1), voir la démonstration du orollaire 3.2.
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Corollaire 6.3. Supposons donné dans Hk(Ω0,1 ⊗ T 1,0) un supplémentaire
W de Im ∂H#∂, invariant sous l'ation des CR-automorphismes de T. Alors
pour tout φ prohe de 0, il existe un ontatomorphisme ϕ, prohe de l'iden-
tité, tel que ϕ∗φ ∈ W ; de plus, ϕ est unique modulo les CR-automorphismes
de T.
Démonstration. L'existene d'un supplémentaire W vient de e que l'image
de ∂H#∂ est fermée par le lemme 6.2. Le noyau de ∂H#∂ est formé des
CR-automorphismes innitésimaux ; dans le as de T = ∂HH1 = ∂RH4,
le groupe des automorphismes CR est le groupe Sp1,1 = SO1,4, 'est-à-
dire le groupe des transformations onformes de S3 (dont T est l'espae des
twisteurs), de dimension 10 ; onsidérons le sous-groupe
G0 ⊂ G
des ontatomorphismes de T xant deux points, de sorte que G/G0 = SO1,4 ;
onsidérons l'ation de G0 suivie de la projetion sur Im ∂H#∂ parallèlement
à W :
F : Gk+10 ×H
k(Ω0,1 ⊗ T 1,0)→ Hk(Ω0,1 ⊗ T 1,0)→ Im ∂H#∂,
alors la diérentielle de F par rapport à la première variable est un isomor-
phisme, don, par le théorème des fontions impliites, l'équation F (ϕ, φ) =
0, que l'on peut rérire
ϕ∗φ ∈ W,
a une unique solution prohe de l'identité, ϕ ∈ Gk+10 , si φ est assez petit.
Lemme 6.4. Comme supplémentaire W de Im ∂H#∂, on peut hoisir
W = (Im ∂H#∂π≤0)
⊥,
où π≤0 est la projetion sur les oeients de Fourier négatifs ou nuls.
Une struture CR intégrable φ, prohe de la struture standard, admet
un remplissage holomorphe si et seulement si, dans la jauge de Coulomb
ϕ∗φ ∈ W onstruite par le orollaire 6.3, on a ϕ∗φ à oeients de Fourier
positifs ou nuls.
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Démonstration. Rappelons que nous regardons l'image des fontions réelles ;
si f est réelle, alors les oeients de Fourier positifs de f sont déterminés
par ses oeients de Fourier négatifs, et il en est de même pour l'image
∂H#∂f , puisque ∂H#∂ ommute à l'ation de S
1
; on en déduit que l'espae
W proposé est bien un supplémentaire de Im ∂H#∂.
Pour montrer la seonde assertion, notons tout d'abord que si en jauge
de Coulomb on a des oeients de Fourier positifs ou nuls, alors le remplis-
sage holomorphe existe par le lemme 2.2 ; réiproquement, par le orollaire
4.2, si un remplissage existe, alors on a un ontatomorphisme ϕ tel que ϕ∗ψ
soit à oeients de Fourier positifs ou nuls ; il est lair que ϕ∗ψ est dans
l'orthogonal de Im ∂H#∂π<0, mais a priori il n'y a pas de raison pour que
ϕ∗ψ soit orthogonal aux omposantes S1-invariantes de Im ∂H#∂π ; epen-
dant, on peut obtenir aussi ette ondition, omme dans le orollaire 6.3, en
omposant ϕ par un ontatomorphisme qui sera ette fois S1-invariant (et
don préservera l'annulation des oeients stritement négatifs) ; par on-
séquent, après ette modiation, ϕ∗φ ∈ W , e qui signie, par uniité de
la jauge de Coulomb (aux CR-automorphismes près), que ϕ est le ontato-
morphisme mettant φ en jauge de Coulomb ; en partiulier, dans ette jauge,
seuls subsistent les oeients de Fourier positifs ou nuls.
7 L'image du hessien omplexe
Pour utiliser plus onrètement le lemme 6.4, il faut déterminer l'image
du hessien omplexe ∂H#∂. Pour ela, nous utilisons le fait important que
l'espae des twisteurs T est un espae homogène sous le groupe Sp1Sp1.
7.1 L'espae des twisteurs omme espae homogène
Rappelons que par (1.7), l'espae des twisteurs T est dérit omme une
hypersurfae réelle de P 3 ; l'ation de Sp1Sp1 sur [z1 : z2 : z3 : z4] est simple-
ment donnée par l'ation sur haque ouple de oordonnées (z1, z2) et (z3, z4) ;
ainsi les ations de Sp1Sp1 sur T et sur P
1 × P 1 sont-elles ompatibles ave
la projetion T → P 1 × P 1. En outre, l'ation de Sp1Sp1 préserve toutes les
strutures d'espae des twisteurs de T, 'est-à-dire la struture CR, la stru-
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ture réelle, la struture de ontat holomorphe, et les P 1 réels ; on remarquera
que, dans e formalisme, la base de la projetion twistorielle s'érit omme
le quotient S3 = Sp1Sp1/SO3.
Déomposons l'algèbre de Lie de Sp1 omme
sp1 = u1 ⊕R
2, u1 =
(
∗ 0
0 ∗
)
, R2 =
(
0 ∗
∗ 0
)
.
Le stabilisateur du point base,
∗ = [1 : 0 : 1 : 0],
est un U1 plongé diagonalement dans Sp1Sp1, de sorte que T = Sp1Sp1/U1 ;
on a don la déomposition
sp1 ⊕ sp1 = u1 ⊕ u1 ⊕R
2 ⊕R2
= u+1 ⊕m,
m = u−1 ⊕R
2 ⊕R2,
où u+1 = {(x, x) ∈ u1 ⊕ u1} est le stabilisateur de ∗ et m son orthogonal ;
le u−1 = {(x,−x) ∈ u1 ⊕ u1} représente la diretion du hamp de Reeb, et
R
2 ⊕R2 les diretions de ontat, munies de la struture CR naturelle.
Cette desription fournit une identiation naturelle du bré tangent de
T et de la distribution de ontat H omme brés homogènes :
TT = Sp1Sp1 ×U1 m, H = Sp1Sp1 ×U1 (R
2 ⊕R2).
La modiation φ de la struture CR s'érit omme une setion (équivariante)
de m0,1 ⊗m1,0, soit, en hoisissant une base (e1, e2) de m1,0,
φ = φjı e
ı ⊗ ej .
La ourbure du S1-bré s'érit F = −(e1 ∧ e1 − e2 ∧ e2), de sorte que la
ondition φyF = 0 de (2.3) devient
φ12 + φ
2
1 = 0. (7.1)
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Si φ provient de la onstrution twistorielle, telle que dérite dans la
setion 1.1, alors φ doit préserver les P 1 réels ; or le T 1,0 des P 1 réels est
engendré par e1 + e2, e qui onduit à la ondition
φ11 + φ
1
2 − φ
2
1 − φ
2
2 = 0. (7.2)
Enn, l'opérateur # : m0,1 → m1,0 est donné par
#e1 = −ie1, #e
2 = ie2. (7.3)
7.2 Déomposition harmonique
L'idée est bien sûr d'utiliser la déomposition harmonique sous les représen-
tations irrédutibles de Sp1Sp1 pour omprendre l'image de l'opérateur ho-
mogène ∂H#∂. Notons σ
k = SymkC2 les représentations irrédutibles de
Sp1 ; les représentations irrédutibles ρ de Sp1 × Sp1 sont simplement les
produits des représentations des deux fateurs,
Vρ = σ
K ⊗ σL,
elles desendent à Sp1Sp1 = Sp1 × Sp1/Z2 si K + L est pair.
Si l'on dispose d'un bré homogène E = Sp1Sp1 ×ρ0 W , où ρ0 est une
représentation de U1 dans W , alors l'espae de ses setions L
2
se déompose
omme une somme direte hilbertienne,
L2(E) =
∑
ρ
Vρ ⊗HomU1(Vρ,W ),
où un élément v ⊗w ∈ Vρ ⊗HomU1(Vρ,W ) orrespond à la setion de E sur
T donnée par l'appliation équivariante s : Sp1Sp1 →W , dénie par
s(g) =
〈
w, ρ(g−1)v
〉
.
Regardons omment dérire l'ation de la struture réelle : rappelons que,
par (1.5), la struture réelle s'érit τ([z1 : z2 : z3 : z4]) = [−z2 : z1 : −z4 : z3] ;
en partiulier, pour le point base ∗, on a
τ([1 : 0 : 1 : 0]) = [0 : 1 : 0 : 1] = g0([1 : 0 : 1 : 0]),
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ave
g0 =
(
0 i
i 0
)
∈ Spdiag1 ⊂ Sp1Sp1;
on notera que g20 = −1 dans Sp1, don g
2
0 = 1 dans Sp1Sp1. Puisque la stru-
ture réelle ommute à l'ation de Sp1Sp1, on déduit que, pour une fontion
f(g) = 〈w, ρ(g−1)v〉, on a
τ ∗f(g∗) = f(τg∗)
= f(gτ∗)
= f(gg0∗)
=
〈
w ◦ ρ(g−10 ), ρ(g
−1)v
〉
. (7.4)
De manière similaire, on obtient, si φ(g∗) = g∗ 〈w, ρ(g
−1)v〉,
τ ∗φ(g∗) = τ∗φ(τg∗)
= τ∗(gg0)∗
〈
w ◦ ρ(g0)
−1, ρ(g−1)v
〉
= g∗(τg0)∗
〈
w ◦ ρ(g0)
−1, ρ(g−1)v
〉
; (7.5)
en prenant des oordonnées omplexes (z2, z4) sur R2 ⊕R2, omme dans le
alul menant à la formule (1.10), on voit que
(τg0)∗(z
2, z4) = −(z2, z4);
en partiulier, si w = wjı e
ı ⊗ ej , alors
τ ′w := (τg0)∗w = w
j
ı e
ı ⊗ ej
est anti-C-linéaire et anti-U1-invariant (ar g0 antiommute à l'ation de
U1) ; omme nous regardons Sp1Sp1 plutt que le produit Sp1 × Sp1, la
représentation Vρ = σ
K⊗σL (ave K+L pair) admet toujours une struture
réelle τρ, e qui nous permet d'érire nalement
τ ∗φ(g∗) = g∗
〈
τ ′w ◦ ρ(g−10 ) ◦ τρ, ρ(g
−1)τρv
〉
; (7.6)
dans ette formule, on notera que τ ′w ◦ ρ(g−10 ) ◦ τρ est bien maintenant un
élément de HomU1(Vρ,m
0,1 ⊗ m1,0), don on a bien représenté τ
∗φ dans la
déomposition harmonique.
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De la même manière, si on a une fontion f = 〈w, ρ(g−1)v〉, alors on peut
représenter sa onjuguée omme
f =
〈
w ◦ τρ, ρ(g
−1)τρv
〉
. (7.7)
Passons maintenant à l'opérateur ∂ : xons dans haque fateur de (sp1⊕
sp1)⊗C le sl2-triplet (Hi, Xi, Yi)i=1,2
Hi =
(
1 0
0 −1
)
, Xi =
(
0 1
0 0
)
, Yi =
(
0 0
1 0
)
;
on notera que les Yi engendrent m0,1, m1,0 l'étant par les Xi ; la notation
(Xi, Yi) est don redondante ave (ei, eı), mais sera utilisée quand on voudra
souligner l'aspet représentation de sl2.
De e point de vue, une représentation Vρ = σ
K ⊗ σL se déompose en
sous-espaes propres de dimension 1 pour les valeurs propres ((k = K,K −
2, ...,−K), (l = L, L− 2, ...,−L)) du ouple (H1, H2) :
Vρ =
∑
k,l
Vρ(k, l);
l'ation de Y1 (resp. Y2) diminue le poids k (resp. l) de 2 :
V (k − 2, l)
Y1←− V (k, l)
↓ Y2
V (k, l − 2)
.
Nous pouvons maintenant traduire la ondition innitésimale ∂Hφ = 0
issue de (2.3) en termes de ette déomposition harmonique : érivons φ =∑
〈w, ρ(g−1)v〉, où v⊗w ∈ Vρ⊗HomU1(Vρ,m
0,1⊗m1,0), alors, pour g˙ ∈ m0,1,
on a
∇0,1φ(gg˙) =
∑〈
w ◦ ρ∗(g˙), ρ(g
−1)v
〉
,
si bien que la ondition ∂Hφ = 0 devient
w2ρ∗(Y1)− w1ρ∗(Y2) = 0. (7.8)
Passons au hessien omplexe ∂H#∂ agissant sur les fontions : pour une
fontion f = 〈w, ρ(g−1)v〉, on obtient
∂H#∂f =
〈
#(w ◦ ρ∗) ◦ ρ∗, ρ(g
−1)v
〉
,
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où #(w ◦ ρ∗) ◦ ρ∗ ∈ HomU1(Vρ,m
0,1 ⊗ m1,0) ; plus onrètement, en érivant
#(w ◦ ρ∗) ◦ ρ∗ = φ
j
ı e
ı ⊗ ej , on obtient
φ1
1
= −iw ◦ (ρ∗Y1)
2,
φ2
1
= iw ◦ ρ∗Y2 ◦ ρ∗Y1,
φ1
2
= −iw ◦ ρ∗Y1 ◦ ρ∗Y2,
φ2
2
= iw ◦ (ρ∗Y2)
2.
(7.9)
Du point de vue des poids, φ dépend de w de la manière suivante :
 φ1
1
(k, l) est déterminé par w(k − 4, l) ;
 φ2
1
(k, l) = −φ1
2
(k, l) est déterminé par w(k − 2, l − 2) ;
 φ2
2
(k, l) est déterminé par w(k, l − 4).
Notons que la ompatibilité à la struture réelle s'érit τ ∗φ = φ et est im-
pliquée, si φ = ∂H#∂f , par la ondition τ
∗f = −f (soit τ ∗f = −f puisque
f est réelle).
Enn, nous avons une ation de S1 sur T, donnée par
u[z1 : z2 : z3 : z4] = [uz1 : uz2 : z3 : z4];
ette ation n'est pas fournie par un élément du groupe Sp1Sp1 (ontraire-
ment à Sp1Sp1, elle ne préserve pas la struture réelle), mais elle ommute
à l'ation de Sp1Sp1, et va don préserver les déompositions harmoniques ;
sur le point base ∗, on a, pour u ∈ S1,
u∗ = [u : 0 : 1 : 0]
qui est égal à l'ation de u× 1 ∈ Sp1Sp1 sur ∗ ; par onséquent, si on a une
setion s(g∗) = g∗ 〈w, ρ(g
−1)v〉 d'un bré tensoriel E sur T, alors, omme
dans le alul de (7.5), on obtient
u∗s(g∗) = g∗
〈
u(u× 1)−1 ◦ w ◦ ρ(u× 1), ρ(g−1)v
〉
;
notons que
u(u× 1)−1[1 : z2 : 1 : z4] = [1 : u2z2 : 1 : z4]; (7.10)
dans la déomposition
HomU1(Vρ, E) =
∑
HomU1(Vρ(k, l), E),
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les poids de l'ation de S1 sont don les sommes des k et des poids de l'ation
de S1 sur E par (7.10) ; en partiulier, pour E = m0,1 ⊗ m1,0, les poids de
l'ation (7.10) sont
− 4 sur e1 ⊗ e1,
−2 sur e1 ⊗ e2, e
2 ⊗ e1, (7.11)
0 sur e2 ⊗ e2;
on vérie aisément dans (7.9) que, omme il se doit, l'opérateur ∂H#∂, om-
mutant à l'ation de S1, préserve ses poids.
7.3 Calul de l'image
Nous sommes maintenant prêts à aluler l'image du hessien omplexe, en
tenant ompte de l'ation de S1 ; nous xons une représentation Vρ = V
K,L
de Sp1Sp1 et voulons omprendre l'image des fontions réelles par ∂H#∂, en
nous intéressant plus partiulièrement aux omposantes à poids négatif par
rapport à l'ation de S1.
Nous partons d'un
φ =
〈
w, ρ(g−1)v
〉
, w ∈ HomU1(Vρ,m
0,1 ⊗m1,0);
remarquons que le poids de l'ation de U1 sur m
0,1⊗m1,0 est égal à 4, don les
seules omposantes de w non triviales sur la déomposition Vρ =
∑
V (k, l)
sont à k + l = 4. De plus les oeients wjı satisfont les onditions (7.1) et
(7.8) : la seonde ondition signie que w2(k, l) est déterminé par w1(k−2, l+
2), et la première que w1
2
= −w2
1
; autrement dit, sur les quatre oeients
de w(k, l), les oeients w1
2
(k, l), w2
2
(k, l) et w2
1
(k, l) sont déterminés par
w1
1
(k − 2, l + 2) et w2
1
(k − 2, l + 2), pourvu que k − 2 ≥ −K.
Nous herhons une fontion réelle
f =
〈
w′, ρ(g−1)v
〉
, w′ ∈ HomU1(Vρ,C),
telle que ∂H#∂f = φ, du moins sur les omposantes à poids négatifs pour S
1
(la ondition que f soit réelle implique que les oeients sur les poids positifs
soient déterminés par eux sur les poids négatifs) ; les seules omposantes
non nulles de w′ doivent bien entendu se trouver sur la droite k + l = 0, et
l'opérateur est fourni algébriquement par les formules (7.9).
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Théorème 7.1. Étant donné φ sur T, satisfaisant φyF = 0 et ∂Hφ = 0, il
existe une fontion f telle que
1. ∂H#∂f− = φ−, où f− et φ− représentent les omposantes à oeients
de Fourier stritement négatifs par rapport à l'ation de U1,
2. la partie de f invariante sous U1 est nulle,
3. f est réelle,
si et seulement si la déomposition φ =
∑
〈w, ρ(g−1)v〉 satisfait les ondi-
tions :
1. si Vρ = V
K,K+2
, alors w1
1
(−K + 2, K + 2) = 0 ;
2. si Vρ = V
K,L
ave K ≤ L− 4, alors
w11(−K,K + 4) = w
2
1(−K,K + 4) = w
1
2(−K,K + 4) = 0.
De plus, si φ est ompatible à la struture réelle (τ ∗φ = φ), alors f l'est aussi
(τ ∗f = −f).
Démonstration. Il y a trois as suivant les valeurs de K et L.
Premier as : K ≥ L. Dans e as (voir la gure 1), pour k < 0, on peut
trouver w′(k,−k) unique tel que les relations (7.9) soient satisfaites pour k >
0. En eet, le terme w(k, l) pour le plus petit k possible est w(−L+4, L), et
on peut trouver w′(−L, L), w′(−L+2, L−2) et w′(−L+4, L−4) dont l'image
tue exatement w(−L+ 4, L) ; le terme suivant est w(−L+ 6, L− 2) : dans
elui-i, les oeients w1
1
, w2
1
et w1
2
sont déterminés, omme on l'a vu, par
w(−L+4, L) et en réalité déjà tués par w′(−L+2, L−2) et w′(−L+4, L−4),
don il ne reste que w2
2
(−L + 6, L− 2) qui est tué par le hoix judiieux de
w′(−L + 6, L − 6) ; le proessus se poursuit pour k < 0. Le fait que les
relations de ompatibilité (7.8) soient exatement les obstrutions à résoudre
le problème de prohe en prohe est une onséquene du fait que l'image de
∂H#∂ est dans le noyau de ∂ ; la vériation direte est un exerie faile sur
les représentations de sl2.
La ondition que f soit réelle s'érit, d'après (7.7), omme l'invariane
par w′ ⊗ v → w′ ◦ τρ ⊗ τρv ; omme τρ envoie V (k, l) sur V (−k,−l), on voit
que les w′(k,−k) pour k > 0 sont déterminés par les w′(k,−k) pour k < 0 ; la
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k+l=4
k+l=0
L
-K
w(-L+4,L)
w’(-L,L)
w’(-L+2,L-2)
Fig. 1: as K ≥ 0
seule liberté restante est don elle de w′(0, 0), sur laquelle nous reviendrons
plus loin.
Deuxième as : K = L−2. Le proessus est exatement le même (gure 2),
à la diérene que le terme w(k, l) ave k le plus petit possible est maintenant
w(−K + 2, K + 2), et on ne peut pas tuer le terme w1
1
(−K + 2, K + 2) par
un terme w′(−K − 2, K +2) qui n'existe pas ; la résolution est don possible
si et seulement si w1
1
(−K + 2, K + 2) = 0.
Troisième as : K ≤ L − 4. Le proessus est à nouveau identique : pour
pouvoir tuer le terme w(−K,K + 4), if faut que
w11(−K,K + 4) = w
2
1(−K,K + 4) = w
1
2(−K,K + 4) = 0;
pour pouvoir tuer le terme w(−K + 2, K + 2), il faut que
w11(−K + 2, K + 2) = 0,
mais ette ondition est une onséquene de l'annulation de w1
2
(−K,K + 4)
et de la ontrainte (7.8) ; ensuite on peut résoudre de prohe en prohe.
Finalement, examinons la ompatibilité à la struture réelle : rappelons
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K+2
-K
k+l=4
k+l=0
Fig. 2: as K = L− 2
que par (7.6), l'opération φ→ τ ∗φ se traduit par
w ⊗ v −→ τ ′wρ(g−1)τρ ⊗ τρv,
et f → −τ ∗f = −τ ∗f par
w′ ⊗ v −→ −w′τρρ(g
−1
0 )⊗ τρv
d'après (7.4) et (7.7) ; par onséquent, il sut de vérier que la modiation
w → τ ′w impose w′ → −w′ sur la solution ; omme τ ′ est simplement la
onjugaison sur les oeients wjı , 'est une onséquene laire des formules
(7.9).
8 L'espae des strutures CR remplissables
Notons l'espae des strutures CR intégrables sur T, de régularité Hk,
Ck = {φ ∈ Hk(Ω0,1 ⊗ T 1,0), ∂Hφ+
1
2
[φ, φ] = 0, φyF = 0};
bien entendu, pour que φ dénisse une struture CR, il faut que T 0,1φ ∩T
0,1
φ =
0, mais ette ondition est automatiquement satisfaite pour les petites per-
turbations auxquelles nous nous intéressons.
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Lemme 8.1. L'opérateur
∂H : {φ ∈ H
k(Ω0,1 ⊗ T 1,0), φyF = 0} −→ Hk−1(Ω0,2 ⊗ T 1,0)
est surjetif.
Le lemme est faile à démontrer en l'absene de la ondition φyF = 0,
ar il s'agit alors simplement d'un alul de ohomologie ; la version érite
ii est la onséquene d'un résultat plus fort dont nous aurons plus loin, le
lemme 9.2.
Ce lemme implique immédiatement que Ck est une variété lisse près de
l'origine. Plus préisément, notons P un inverse à droite de l'opérateur ∂H
du lemme préédent. Comme l'opérateur ommute à l'ation de S1, on peut
hoisir P vériant la même propriété. Alors une arte loale Φ : φ ∈ Ck →
φ1 ∈ T0C
k
est fournie par le hoix
φ1 = φ+ P
1
2
[φ, φ], (8.1)
de sorte que ∂Hφ1 = 0. Le point important est que si φ est à oeients de
Fourier positifs ou nuls, il en est de même pour [φ, φ], et par onséquent pour
P [φ, φ], don nalement pour φ1. La réiproque est vraie, puisqu'on retrouve
φ à partir de φ1 par
φ = φ1 + φ2 + · · · , φi = −P
1
2
∑
1≤j<i
[φj , φi−j].
On en déduit le orollaire suivant.
Corollaire 8.2. Près de l'origine, l'espae Ck est une variété (hilbertienne)
lisse, d'espae tangent à l'origine
T0C
k = {φ ∈ Hk(Ω0,1 ⊗ T 1,0), ∂Hφ = 0, φyF = 0},
et la arte loale φ ∈ Ck → φ1 ∈ T0C
k
dénie par (8.1) satisfait la ondition :
φ est à oeients de Fourier positifs ou nuls si et seulement si φ1 est à
oeients de Fourier positifs ou nuls.
Rappelons que T est le bord d'un domaine de P 3. Plus généralement,
nous regardons maintenant l'espae des strutures CR remplissables,
Ck+ ⊂ C
k,
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'est-à-dire des strutures CR qui bordent une variété omplexe, déformation
du domaine de P 3 initial.
Théorème 8.3. Ck+ est une sous-variété de C
k
, dont l'espae tangent à l'o-
rigine est onstitué des φ1 ∈ T0C
k
, tels que dans la déomposition
φ1 =
∑
ρ
〈
w, ρ(g−1)v
〉
,
on ait
 si Vρ = V
K,K+2
, alors w1
1
(−K + 2, K + 2) = 0 ;
 si Vρ = V
K,L
ave K ≤ L− 4, alors
w11(−K,K + 4) = w
2
1(−K,K + 4) = w
1
2(−K,K + 4) = 0.
Démonstration. Par le lemme 6.4, on sait que φ est remplissable si et seule-
ment si la jauge de Coulomb ϕ∗φ est à oeients de Fourier positifs ou
nuls ; par onséquent, Ck+ est le lieu des zéros de l'appliation φ → π<0ϕ
∗φ
dénie sur C. Il est malaisé d'analyser diretement l'image de et opérateur,
pare que la ondition non linéaire ∂Hφ +
1
2
[φ, φ] = 0 ne donne rien après
projetion par π<0. Comme la arte Φ dénie par (8.1) préserve la positivité
des oeients de Fourier par le orollaire 8.2, on va substituer à la variable
φ la variable φ1 = Φ(φ) : pour l'ation des ontatomorphismes sur φ1, nous
avons enore une jauge de Coulomb J(φ1) = ϕ
∗φ1 (attention : Φ n'a pas de
raison de préserver la jauge de Coulomb, don ela donne sur φ une ondition
légèrement diérente à la jauge de Coulomb préédemment utilisée), et Ck+
apparaît omme le lieu des zéros de l'appliation
π<0 ◦ J : T0C
k −→ (T0C
k)<0 ∩W ;
et opérateur est lairement submersif, don Ck+ est bien une variété, dont
l'espae tangent à l'origine est le noyau de la linéarisation, déterminé par le
théorème 7.1.
En partiulier, on déduit la onséquene suivante.
Corollaire 8.4. Il existe une famille de dimension innie de strutures CR
intégrables, non remplissables, prohes de la struture standard.
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D'autre part, si on note Ck− l'espae des strutures CR qui sont rempliss-
ables de l'autre té dans P 3, on a une desription de leur espae tangent
similaire à elle du théorème 8.3, ave une ondition sur les V K,L tel que
K > L. On en déduit que Ck+ et C
k
− sont transverses, et que l'intersetion
Ck+ ∩ C
k
− est une sous-variété de dimension innie dans C
k
+ et dans C
k
− : on a
don le orollaire suivant.
Corollaire 8.5. Il existe une famille de dimension innie de strutures CR
remplissables, qui ne sont pas obtenues en déformant T omme une hyper-
surfae réelle dans P 3.
9 Espae des bords de métriques autoduales
Nous appliquons à présent les mêmes idées à la desription des ouples
[g,Q] sur la sphère S3 qui sont les bords de métriques autoduales sur la boule
B4. Nous notons M l'espae des métriques onformes sur S3, B l'espae des
ouples [g,Q] sur S3 ; pour la régularité, on notera Mk et Bk les objets qui
deviennent de régularité Hk une fois remontés à l'espae des twisteurs par la
onstrution de la setion 1.1. On onsidérera le groupe des diéomorphismes
de S3 omme un sous-groupe Diffk+1S3 ⊂ Gk+1 du groupe des ontatomor-
phismes de T, et on onsidérera le groupe réduit Diffk+10 S
3 ⊂ Gk+10 onstitué
des diéomorphismes qui xent deux points sur l'espae des twisteurs, de
sorte que
Diffk+1S3/Diffk+10 S
3 = SO1,4,
le groupe onforme de S3 (qui est aussi le groupe des automorphismes CR
de T).
9.1 Objets sur S3 et sur T
On peut voir la sphère S3 omme un espae homogène sous son groupe
d'isométries SO4 = Sp1Sp1 :
S3 = Sp1Sp1/SO3,
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où le SO3 →֒ Sp1Sp1 provient de l'inlusion diagonale Sp1 →֒ Sp1 × Sp1 ; de
e point de vue, on peut faire des déompositions des objets sur les représen-
tations de Sp1Sp1.
En partiulier, les ouples [g,Q] donnent lieu à la donnée innitésimale de
(g˙, Q˙), où g˙ et Q˙ sont des formes quadratiques à trae nulle, don représentées
par des ∑
ρ
〈
w, ρ(g−1)v
〉
, v ⊗ w ∈ [Vρ]⊗HomSO3([Vρ], Sym
2
0R
3);
ii, le rohet [Vρ] représente une forme réelle de Vρ. Toutes les représentations
de Sp1Sp1 n'interviennent pas : en eet, si Vρ = σ
K ⊗ σL, la représentation
diagonale de Sp1Sp1 sur Vρ est
σK+L ⊕ σK+L−2 ⊕ · · ·σ|K−L|; (9.1)
omme Sym20C
3 = σ4, seules interviennent les représentations ave
|K − L| = 0, 2 ou 4;
puisque dans la déomposition (9.1) la représentation σ4 n'intervient qu'une
fois, l'espae HomSO3([Vρ], Sym
2
0R
3) est de dimension 1.
Les hamps de veteurs se déomposent de la même manière, en utilisant
la représentation R
3 = [σ2] de SO3 : ompte tenu à nouveau de la formule
(9.1), les seules représentations qui interviennent sont à |K − L| = 0 ou 2 ;
il est faile de voir que l'ation innitésimale des hamps de veteurs sur les
lasses onformes de métriques,
[Vρ]⊗HomSO3([Vρ],R
3) −→ [Vρ]⊗HomSO3([Vρ], Sym
2
0R
3),
est surjetive pour |K − L| = 0 et 2 ; de là on déduit le lemme suivant.
Lemme 9.1. Le quotient de l'espae des lasses onformes de métriques par
le groupe réduit des diéomorphismes de la sphère, Mk/Diffk+10 S
3
, est (près
de la métrique standard) une variété, d'espae tangent à l'origine onstitué
des g˙ ∈ Hk tels que
g˙ ∈
∑
K−L=±4
[V K,L]⊗ HomSO3([V
K,L], Sym20R
3).
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Par la onstrution twistorielle de la setion 1.1, la donnée de [g,Q] est
équivalente à la donnée d'une struture CR intégrable φ sur T, ompatible à
la struture réelle (τ ∗φ = φ), et préservant les P 1 réels ; notons que φ préserve
les P 1 si sa projetion
πP 1φ ∈ Ω
0,1P 1 ⊗ (T 1,0/T 1,0P 1)
s'annule. Innitésimalement, ela se traduit par le fait qu'est assoié à (g˙, Q˙)
un tenseur φ1 satisfaisant les équations
∂Hφ1 = 0, φ1yF = 0, τ
∗φ1 = φ1, πP 1φ1 = 0;
es onditions ont été analysées dans les formules (7.8),(7.1),(7.6) et (7.2) ;
il n'est pas diile de voir que es onditions ne peuvent être remplies que
par des objets onentrés sur les représentations à |K − L| ≤ 4 ; réiproque-
ment, es onditions imposent que φ1 provienne d'un ouple (g˙, Q˙), mais nous
n'aurons pas besoin d'érire expliitement l'appliation (g˙, Q˙)→ φ1.
9.2 Remplissage
Les problèmes de remplissage de [g,Q] et de la struture CR assoiée φ
sont équivalents. Dans ette desription, nous geons la bration legendrienne
en P 1 ; ependant, il n'est pas possible de se restreindre aux ontatomor-
phismes xant ette bration ('est-à-dire provenant de diéomorphismes de
S3), ar le ontatomorphisme mettant φ en jauge de Coulomb n'a pas de
raison de la préserver.
Pour surmonter ette diulté, il est utile de représenter [g,Q] omme la
donnée de (φ, α), où φ est une struture CR intégrable, ompatible à τ , et α
un ontatomorphisme, τ -invariant, tel que α∗φ préserve la bration en P 1 ;
bien sûr, la donnée n'est dénie qu'à ontatomorphisme près. Maintenant,
[g,Q] est remplissable s'il existe un représentant (φ, α) ave φ à oeients de
Fourier positifs ou nuls ; on peut toujours hoisir pour φ la jauge de Coulomb.
Lemme 9.2. L'opérateur (φ, f)→ (∂Hφ, πP 1(φ−∂H#∂f)) entre les espaes
{φ ∈ Hk, φyF = 0} ×Hk+2(R) −→ Hk−1 ×Hk
est surjetif. De plus, si ∂Hφ est à oeients de Fourier positifs ou nuls,
alors φ peut être hoisi à oeients de Fourier positifs ou nuls.
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Nous renvoyons la démonstration de e lemme à la setion 9.3.
Comme dans la setion 8, on déduit du lemme que l'espae des (φ, α) ∈
Ck×Gk+1, tels que α∗φ préserve les P 1, est une variété modelée sur les (φ1, f1)
satisfaisant les onditions
∂Hφ1 = 0,
φ1yF = 0, (9.2)
πP 1(φ1 − ∂H#∂f1) = 0;
surtout, on dispose d'une arte (φ, α) → (φ1, f1) telle que la positivité des
oeients de Fourier de φ et φ1 soit équivalente. Le quotient par l'ation de
Gk+1 est aussi une variété, modelée sur une tranhe par rapport à l'ation du
groupe, 'est-à-dire les (φ1, f1) satisfaisant de plus la ondition
φ1 ∈ W, f1 ⊥ ker(∂H#∂). (9.3)
Jusqu'ii, on n'a rien montré, puisqu'on a simplement dérit loalement l'es-
pae Bk des ouples [g,Q] en termes des (φ, α), mais ave l'avantage de pou-
voir déterminer, sur la donnée innitésimale (φ1, f1) si le (φ, α) orrespondant
est remplissable. Notons
Bk+ ⊂ B
k
l'espae des ouples [g,Q] remplissables par une métrique autoduale.
Passons au quotient par le groupe des diéomorphismes de S3 ; à nouveau,
on voit que Bk/Diffk+10 S
3
est une variété modelée sur les (φ1, f1) satisfaisant
(9.2) et la ondition
φ1 ∈ W, f1 ⊥ Diff
k+1S3. (9.4)
Maintenant, puisque φ1 est en jauge de Coulomb, (φ1, f1) orrespond à un
ouple [g,Q] remplissable si et seulement si φ1 est à oeients de Fourier
positifs ou nuls : on en déduit que Bk+/Diff
k+1
0 S
3
est une variété lisse modelée
sur les (φ1, f1) satisfaisant (9.2) et (9.4), et tels que
π<0φ1 = 0.
Il ne reste plus qu'à traduire es onditions en termes de [g,Q]. On déduit
le résultat suivant.
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Théorème 9.3. L'espae Bk+/Diff
k+1
0 S
3
des [g,Q] remplissables par une métrique
autoduale sur B4, modulo le groupe réduit des diéomorphismes, est près de la
métrique standard une variété, dont l'espae tangent en la métrique standard
est onstitué des (g˙, Q˙) ∈ Hk tels que
g˙ ∈
∑
L≥0
[V L+4,L]⊗HomSO3([V
L+4,L], Sym20R
3),
Q˙ ∈
∑
(K=L,L+2,L+4,L≥0)
[V K,L]⊗ HomSO3([V
K,L], Sym20R
3).
Remarque 9.4. L'espae Bk−/Diff
k+1
0 S
3
des [g,Q] remplissables par une métrique
antiautoduale est, de manière similaire, une variété d'espae tangent les (g˙, Q˙)
tel que g˙ se déompose seulement sur les V K,K+4 et Q˙ sur les V K,K, V K,K+2 et
V K,K+4 ; on observe don que Bk+/Diff
k+1
0 S
3
et Bk−/Diff
k+1
0 S
3
sont transverses
dans Bk/Diffk+10 S
3
, et l'intersetion est une variété dont l'espae tangent est
onstitué des Q˙ qui se déomposent uniquement sur les V K,K. Cela nous in-
dique que ette intersetion est en réalité onstituée des déformations de S3
omme sous-variété de R
4
, et les métriques qui remplissent sont don plates ;
en eet, es déformations sont paramétrées par fn, où f est une fontion et
n le veteur normal à S3 ; innitésimalement, elles laissent la lasse onforme
invariante et ne modient don que la seonde forme fondamentale, e qui
orrespond bien à notre desription innitésimale. Cela donne le théorème
0.5 omme onséquene du théorème 9.3.
Démonstration. Le tenseur ψ1 = φ1 − ∂H#∂f1 représente une donnée in-
nitésimale (g˙, Q˙), et il s'agit de voir dans quelles représentations il peut
vivre, sahant que φ1 a seulement des oeients de Fourier positifs ou nuls.
La réponse est fournie par le théorème 7.1 : pour K ≥ L, on peut toujours,
partant de ψ1, résoudre le problème
(∂H#∂f1)<0 = −(ψ1)<0,
(∂H#∂f1)0 = −πIm ∂H#∂(ψ1)0,
et on aura bien la ondition (9.4) si f1 est orthogonal aux diéomorphismes
innitésimaux de S3, e qu'on obtient en prenant ψ1 lui-même orthogonal
à l'ation innitésimale des diéomorphismes, 'est-à-dire g˙ satisfaisant la
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ondition du lemme 9.1. Pour K = L − 2 ou L − 4, il y a des obstru-
tions à analyser : si K = L − 2, la ondition w1
1
(−K + 2, K + 2) = 0
du théorème 7.1 revient à séletionner un sous-espae de dimension 1 dans
HomSO3([V
K,L], Sym20R
3 ⊕ Sym20R
3) qui est de dimension 2 : nous onnais-
sons déjà e sous-espae, il s'agit des métriques dans l'image innitésimale
des diéomorphismes, et, omme i-dessus, nous les éliminons au quotient.
Si K = L− 4, les onditions w1
1
(−K,K + 4) = w2
1
(−K,K + 4) du théorème
7.1 tuent omplètement les deux degrés de liberté pour ψ1, don ette om-
posante doit être nulle. Finalement, on déduit qu'il ne reste que les om-
posantes à K ≥ L, d'où le théorème.
9.3 Démonstration du lemme 9.2
Une des diultés de la démonstration du lemme est le fait que l'opérateur
πP 1 ne ommute pas à l'ation de S
1
: l'assertion sur les oeients de Fourier
ne sera don pas onséquene de la surjetivité de l'opérateur.
On va raisonner dans haque représentation V K,L, pour rendre le prob-
lème algébrique ; par abus de notation, on onfondra φ et w tel que φ =
〈w, ρ(g−1)v〉, don φ sera onsidéré omme élément de HomU1(V
K,L,m0,1 ⊗
m1,0) ; on fera la même hose pour les autres tenseurs en jeu.
Premier as : K ≤ L− 6. Alors l'opérateur
φ tel que φyF = 0 −→ (∂Hφ, πP 1φ) (9.5)
est un isomorphisme ; l'inverse est obtenu en regardant la gure 3 : une
solution de
φyF = 0, ∂Hφ = ψ, πP 1φ = g,
est obtenue de prohe en prohe ; d'après (7.8), φ1(−K,K+4) est déterminé
par ψ(−K,K +6) ; les équations φyF = 0 et πP 1φ = g se traduisent, d'après
(7.2) et (7.1), par
φ11 + φ
1
2 − φ
2
1 − φ
2
2 = g,
φ12 + φ
2
1 = 0;
don φ2(−K,K + 4) est déterminé par φ1(−K,K + 4) et g(−K,K + 4) ; on
poursuit alors le raisonnement de prohe en prohe pour φ(−K+2, K+2),...
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φψ(-K,K+6)
(-K,K+4)
f(-K,K)
k+l=6
k+l=4
k+l=0
L
K
Fig. 3: as K ≤ L− 6
On déduit que l'opérateur du lemme 9.2 est bien surjetif ; nous devons
maintenant prouver l'énoné onernant les oeients de Fourier. Supposons
que ψ n'ait que des oeients de Fourier positifs ou nuls, et tentons de
résoudre le problème de sorte que φ vérie la même propriété. Commençons
par résoudre (de prohe en prohe, omme i-dessus pour φ),
πk<0πP 1(−∂H#∂f) = πk<0g;
omme f est réelle, ela détermine omplètement f , à l'exeption du terme
f(0, 0) que nous prenons nul ; notons
g′ = g + πP 1(−∂H#∂f),
de sorte que g′(k,−k) = 0 si k < 0, et résolvons le problème
φyF = 0, ∂Hφ = ψ, πP 1φ = g
′;
j'arme que φ a ses oeients de Fourier négatifs triviaux. En eet, puisque
la solution est alulée de prohe en prohe, il est lair que φ(k,−k+ 4) = 0
si k < 0 ; ompte tenu des poids de l'ation de S1 alulés en (7.11) et de la
positivité des oeients, on sait que
ψ112(0, 6) = ψ
2
12(0, 6) = ψ
1
12(2, 4) = 0;
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testant à nouveau le diagramme permettant de aluler φ, nous déduisons
tout d'abord
φ11(0, 4) = φ
2
1(0, 4) = φ
1
2(0, 4) = 0;
nalement, dans l'équation ∂φ = ψ, le terme ψ1
12
(2, 4) est déterminé par
φ1
2
(0, 4) et φ1
1
(2, 2), don son annulation implique
φ11(2, 2) = 0
qui était le dernier terme stritement négatif à annuler.
Seond as : K ≥ L − 4. Dans e as, le noyau de l'opérateur (9.5) est
onstitué des φ tels que
φyF = 0, ∂Hφ = 0, πP 1φ = 0, (9.6)
qui orrespondent exatement aux données innitésimales (g˙, Q˙) dans B ; e
noyau est don nul pour K > L + 4, et de dimension 2 pour L − 4 ≤ K ≤
L + 4 ; un déompte de dimension nous indique alors que l'opérateur (9.5)
est surjetif.
Reste à montrer l'assertion sur les oeients de Fourier positifs : on
utilise maintenant que le noyau de (φ, f)→ (∂Hφ, πP 1(φ−∂H#∂f)) ontient
les
(φ = ∂H#∂f, f). (9.7)
Si ψ est donnée, à oeients de Fourier positifs ou nuls, prenons une solution
φ de
φyF = 0, ∂Hφ = ψ, πP 1φ = g,
on va la modier par un élément de type (9.7) de sorte de tuer tous les o-
eients stritement négatifs. Les premières équations ommutent à l'ation
de S1, e qui implique
φ−yF = 0, ∂Hφ− = 0.
Dans le as K ≥ L, par le théorème 7.1, il existe une fontion réelle f
telle que ∂H#∂f− = −φ− ; alors le ouple (φ + ∂H#∂f, f) est solution des
équations voulues, et φ+∂H#∂f est à oeients de Fourier positifs ou nuls.
Dans les as K = L− 2 et K = L− 4, on peut appliquer le même raison-
nement, pourvu qu'on se ramène aux onditions presrites par le théorème
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7.1. Pour ela, notons qu'un φ satisfaisant (9.6) est entièrement déterminé
par les deux oeients φ1
1
(−K,K + 4) et φ2
1
(−K,K + 4), tous les autres
oeients s'en déduisant de prohe en prohe ; ela signie qu'étant donnée
une solution φ de
φyF = 0, ∂Hφ = ψ, πP 1φ = g,
on peut la modier par un élément satisfaisant (9.6) de sorte que φ1(−K,K+
4) = 0 (e qui implique aussi φ1
2
(−K,K+4) = 0) ; les onditions d'appliation
du théorème 7.1 sont ainsi établies.
10 Espae des innis onformes de métriques
autoduales d'Einstein
Notons
M
k
+ = B
k
+ ∩M
k
l'espae des métriques onformes sur S3 qui sont les innis onformes de
métriques d'Einstein autoduales sur B4. Le but de ette setion est de mon-
trer queMk+ est une sous-variété de B
k
+: il en résultera que l'espae tangent en
la métrique ronde est onstitué des g˙ satisfaisant les onditions du théorème
9.3, e qui fournit le théorème suivant.
Théorème 10.1. L'espae Mk+/Diff
k+1
0 S
3
des métriques onformes [g], in-
nis onformes de métriques autoduales d'Einstein sur B4, modulo le groupe
réduit des diéomorphismes, est près de la métrique standard une variété
d'espae tangent onstitué des g˙ ∈ Hk tels que
g˙ ∈
∑
L≥0
[V L+4,L]⊗ HomSO3([V
L+4,L], Sym20R
3).
Remarque 10.2. Bien entendu, l'espae tangent à l'espae Mk−/Diff
k+1
0 S
3
des
innis onformes de métriques antiautoduales d'Einstein est∑
K≥0
[V K,K+4]⊗ HomSO3([V
K,K+4], Sym20R
3),
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de sorte que, en vue du lemme 9.1, on a bien en la métrique ronde la déom-
position de l'espae tangent
T (Mk/Diffk+10 S
3) = T (Mk+/Diff
k+1
0 S
3)⊕ T (Mk−/Diff
k+1
0 S
3),
e qui démontre le théorème 0.6.
Remarque 10.3. L'espae HomSO3([V
K,K+4], Sym20R
3) est de dimension 1,
omme on l'a vu dans la setion 9.1 ; la première omposante de l'espae
tangent, [V 4,0], de dimension 5, a une interprétation simple : il s'agit des
métriques invariantes à droite sur S3, et les métriques d'Einstein autod-
uales orrespondantes ont été expliitées par Hithin [Hit95℄ ; la seonde om-
posante, [V 5,1], de dimension 12, n'a plus d'interprétation aussi laire.
Le théorème 10.1 est loin d'être une simple onséquene du théorème
9.3 : e dernier fournit en eet un algorithme fabriquant à partir d'une donnée
innitésimale (g˙, Q˙) un ouple [g,Q] qui est le bord d'une métrique autoduale,
mais il n'est pas lair que Q˙ = 0 implique Q = 0. De plus, il ne semble pas y
avoir de raison a priori pour que l'intersetion de Bk+ et deM
k
soit transverse.
Nous allons employer ii une méthode diérente, étudiant les déformations
d'une struture CR ave une struture de ontat holomorphe ; on va don
oublier le ontatomorphisme et la bration en P 1 et montrer que la struture
est assez rihe pour permettre de les réupérer a posteriori.
10.1 Théorie de la déformation
Nous herhons don une déformation φ de la struture CR, et une forme
de ontat holomorphe̟c à valeurs dans L = O(0, 2) ; omme dans la setion
3.2, puisque ̟c est une petite déformation de ηc, on la herhe sous la forme
̟c = (ηc + ξ)− φy(ηc + ξ), ξ ∈ Ω′ ⊗ L, ξ|T 1,0P 1
2
= 0,
et satisfaisant l'équation (3.5), 'est-à-dire
∂̟c + φy∂̟c + α ∧̟c = 0
pour une (0,1)-forme α. Cette équation fait intervenir une onnexion sur L,
que nous hoisissons égale à la onnexion provenant de la onnexion triviale
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sur OP 1
1
et de la onnexion standard sur OP 1
2
(2), de sorte que sa ourbure est
égale à
FL = −2iω2.
Si on a une solution (φ,̟c) des équations, alors L, identié au quotient
T ′
φ
/ ker̟c, aquiert une struture holomorphe, dont l'opérateur ∂ s'érit
∂ + φy∂ + α;
l'intégrabilité de ette struture holomorphe se traduit par l'équation
∂α + φy(FL + ∂α) = 0. (10.1)
Rappelons d'autre part que, d'après (3.6), les équations à satisfaire par
(φ,̟c) sont, en plus de la ondition algébrique φyF = 0,
∂Hφ+
1
2
[φ, φ] = 0, (10.2)
∂ξ − ∂′(φy(ηc + ξ)) + φy∂′(ηc + ξ) + α(ηc + ξ) = 0. (10.3)
Les trois équations préédentes peuvent s'érire P (φ, α, ξ) + Q(φ, α, ξ) =
0, où P est la partie linéaire des trois équations préédentes, donnée par
P (φ, α, ξ) = (ψ, β, ζ), ave
ψ = ∂Hφ
β = ∂α + φyFL (10.4)
ζ = ∂ξ − ∂′(φyηc) + φydηc + αηc
et Q est la partie quadratique restante.
D'après la démonstration du théorème 9.3, on sait que, étant donnée une
métrique innitésimale g˙ satisfaisant la ondition du théorème 10.1, il existe
un ontatomorphisme innitésimal de l'espae des twisteurs T qui envoie la
struture CR innitésimale sur un tenseur φ1 à oeients de Fourier positifs ;
bien entendu, d'après le théorème 3.4, le ontatomorphisme innitésimal
envoie la struture de ontat holomorphe sur un ξ1 à oeients positifs si
bien qu'on se retrouve ave un triplet (φ1, ξ1, α1), à oeients de Fourier
positifs, solution des équations innitésimales
P (φ1, α1, ξ1) = 0.
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On va maintenant montrer qu'à partir d'une telle donnée innitésimale, on
peut produire une solution, à oeients de Fourier positifs, des équations
(10.1), (10.2) et (10.3). L'étape essentielle est le lemme suivant.
Lemme 10.4. L'opérateur P , déni sur les triplets
(φ, α, ξ) ∈ Hk(Ω0,1 ⊗ T 1,0)×Hk+1(Ω0,1)×Hk−1(Ω′)
tels que φyF = 0 et ξ|T 1,0P 1
2
= 0, a exatement pour image les triplets
(ψ, β, ζ) ∈ Hk−1(Ω0,2 ⊗ T 1,0)×Hk(Ω0,2)×Hk−2(Ω˜1,1),
satisfaisant l'équation
∂ζ = (∂′ψ)yηc + β ∧ ηc. (10.5)
Ce lemme est a priori surprenant, ar on sait qu'ave une forme de Levi
de signature (1,1), les H1 sont de dimension innie, don on ne s'attend pas
à pouvoir atteindre tous les ζ . La démonstration sera faite dans la setion
10.2.
Revenons à notre théorie de la déformation : on est dans le adre de la
théorie standard de déformation, et le lemme signie que le H2 du omplexe
de déformation est nul, autrement dit il n'y a pas d'obstrution pour produire
une solution (φ, α, ξ) du système d'équations (10.1), (10.2) et (10.3) à partir
d'une donnée innitésimale (φ1, α1, ξ1). Compte tenu de la forme des équa-
tions (elles préservent la positivité des oeients de Fourier), la solution
(φ, α, ξ) est à oeients positifs en même temps que (φ1, α1, ξ1) : on a ainsi
produit une struture CR et une forme de ontat holomorphe qui s'étendent
à l'intérieur. Si la donnée initiale est ompatible à la struture réelle, il en
est de même pour (φ, α, ξ).
Le seul point à traiter onerne la bration en P 1 que nous avons a priori
perdue par ette méthode. La méthode la plus naturelle pour la réupérer
onsiste à améliorer la théorie de la déformation préédente pour assurer que
la forme de ontat ̟c satisfait de plus F ∧ ̟c ∧ ̟c = 0 ; en eet, si ette
ondition est satisfaite, il n'est pas diile de voir que
Re (ker(̟c) ∩ T 1,0φ + ker(̟
c) ∩ T 1,0φ )
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est une distribution intégrable et legendrienne ; par le théorème de stabilité
de Reeb, une perturbation d'un feuilletage en sphères S2 demeure une bra-
tion en sphères S2, don on obtient une bration legendrienne en sphères S2,
qui est néessairement isomorphe à la bration initiale par un ontatomor-
phisme.
Cependant, au lieu de revenir sur la théorie de la déformation, nous pou-
vons utiliser un argument plus rapide : l'extension à l'intérieur de (φ, α, ξ)
dénit un domaine omplexeD muni d'une forme de ontat holomorphe̟c ;
on peut aussi élargir légèrement e domaine, ainsi que la forme de ontat
holomorphe, de l'autre té de son bord ∂D, pour obtenir un domaine légère-
ment plus grand D′ ; à présent, la bration initiale en ourbes rationnelles
réelles à bré normal O(1)⊕O(1), par le théorème de Kodaira, peut elle aussi
être perturbée, et ette famille de P 1 est don l'espae des paramètres d'une
variété autoduale d'Einstein X , dont le bord ∂X est aratérisé omme la
famille des P 1 réels qui sont tangents à la distribution de ontat holomor-
phe ; LeBrun [LeB91, proposition 1℄ a démontré ette équation est transverse,
e qui signie que le bord est toujours lisse, et que l'on peut le trouver en
déformant le bord initial de la métrique hyperbolique réelle. Cette onstru-
tion permet don de réupérer à partir de (φ, α, ξ) le bord ∂X , qui porte la
métrique onforme que nous voulions onstruire. Cela ahève la démonstra-
tion du théorème 10.1.
10.2 Démonstration du lemme 10.4
On ommene par se débarrasser de ψ et de ζ par le lemme suivant.
Lemme 10.5. L'opérateur (φ, α)→ (∂Hφ, ∂α+φyF
L), déni sur les (φ, α)
tels que φyF = 0, est surjetif.
Démonstration. L'opérateur φ → ∂Hφ est surjetif par le lemme 9.2, don
il sut de vérier que α → ∂α est surjetif, 'est-à-dire de montrer que
H2(O) = 0. On peut déomposer ette ohomologie suivant le poids k de
l'ation de S1 omme dans la démonstration du lemme 3.1, et on déduit
H2(O) = ⊕kH
2(P 11 × P
1
2 ,O(k,−k))
= ⊕kH
1(P 11 ,O(k))⊗H
1(P 12 ,O(−k)) = 0. (10.6)
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De e lemme, on déduit que pour aluler l'image de l'opérateur P déni par
(10.4), on peut se ontenter de regarder l'opérateur (φ, α, ξ)→ ζ .
Commençons par étudier le simple problème de ohomologie ζ = ∂ξ.
Rappelons que ξ est une setion de
Ω′ ⊗ L = (Cη ⊕ Ω1,0)⊗ L,
et l'opérateur ∂ de Ω′ a été alulé dans la formule (3.3), à savoir, dans la
déomposition préédente de Ω′,
∂(ξ0η ⊕ ξ1,0) = ∂ξ0 ∧ η ⊕ (∂ξ1,0 + ξ0(ω1 − ω2));
ii, ξ0 est une setion de L = O(0, 2) ; à nouveau, la ohomologie se déompose
suivant les poids k de l'ation de S1 et on notera H≥0 la ohomologie selon
les poids positifs.
On aura également reours, omme dans la setion 7, aux déompositions
suivant les représentations de Sp1Sp1 ; de e point de vue, le bré L apparaît
omme le bré homogène assoié à la représentation ℓ de U1 ave poids 2 ;
rappelons également que l'on a déomposé sp1 ⊕ sp1 = u1 ⊕m, et on notera
m1,0 = m1,01 ⊕m
1,0
2 la déomposition des formes suivant les deux P
1
.
Lemme 10.6. On a les égalités
H1≥0(L) = ⊕k≥4H
0(P 11 ,O(k))⊗H
1(P 12 ,O(−k + 2)),
H1≥0(Ω
1
P 1
1
⊗ L) = H1(P 11 ,Ω
1
P 1
1
)⊗H0(P 12 , L)⊕H
1
≥0(Ω
1
P 1
1
⊗ L)0,
H1≥0(Ω
1
P 1
1
⊗ L)0 = ⊕k≥4H
0(P 11 ,O(k − 2))⊗H
1(P 12 ,O(−k + 2)),
H1≥0(Ω
1
P 1
2
⊗ L) = ⊕k≥2H
0(P 11 ,O(k))⊗H
1(P 12 ,O(−k)).
Dans la déomposition suivant les représentations de Sp1Sp1, la ohomologie
H1≥0(L) est onentrée sur les représentations V
K,L
ave K = L + 4, et est
représentée par les 〈w, ρ(g−1)v〉 ave
v ⊗ w ∈ V K,L ⊗Hom(V (K,−L),m0,12 ⊗ ℓ);
la ohomologie H1≥0(Ω
1⊗L)0 est onentrée sur les représentations V
K,L
ave
K = L+ 2, et est représentée par les 〈w, ρ(g−1)v〉 ave
v ⊗ w ∈ V K,L ⊗ Hom(V (K,−L),m1,0 ⊗m0,12 ⊗ ℓ).
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Démonstration. Le alul des H1, déomposés suivant les poids de l'ation de
S1, est similaire à elui eetué en (10.6), sahant que L = O(0, 2). Le point
ii est l'assertion sur les représentations (on remarquera que les dimensions
des espaes de représentations indiqués oïnident bien ave les dimensions
des H1) : le résultat se lit sur les gures, omme dans la setion 7 (voir aussi
la gure 4 i-dessous).
Finissons à présent la démonstration du lemme 10.4 : étant donné ζ ∈ Ω0,1⊗
Ω′ ⊗ L, tel que ∂ζ = 0, on herhe φ, ξ (tel que ξ|T 1,0
P1
2
= 0) et α tels que
ζ = ∂ξ − ∂′(φyηc) + φydηc + α ∧ ηc;
on peut trouver ξ et α = ∂f qui tuent toute la partie de ζ orthogonale à la
ohomologie alulée dans le lemme 10.6, il nous reste à utiliser φ et la partie
ohomologie de α pour tuer le reste.
Commençons par noter que la omposanteH1(P 11 ,Ω
1
P 1
1
)⊗H0(P 12 , L) obtenue
dans le lemme est représentée par les σω1, où σ ∈ H
0(P 12 , L) ; omme
∂(ση) = σ(ω1 − ω2), (10.7)
on voit que quitte à modier ζ par σω2 (qui appartient à l'espae H
1
≥0(Ω
1
P 1
2
⊗
L) pour le poids k = 2) on peut supposer que ette omposante s'annule.
Une des onséquenes importantes du lemme 10.6 est que les problèmes
de ohomologie pour les omposantes de ζ sur Ω0,1 ∧ η ⊗ L et Ω1,1 ⊗ L sont
omplètement déonnetés, puisque les ohomologies orrespondantes appa-
raissent dans des représentations diérentes. On peut don traiter séparément
es deux problèmes : ils sont traités dans les deux lemmes suivants, e qui
ahève la démonstration du lemme 10.4.
Le premier lemme onerne les représentations à K = L+ 4.
Lemme 10.7. L'image de l'appliation φ→ −∂′(φyηc) + φydηc, dénie sur
les φ ∈ Ω0,1
P 1
2
⊗ T 1,0
P 1
2
satisfaisant ∂Hφ = 0, ontient la ohomologie H
1
≥0(L).
Démonstration. On remarquera que les onditions algébriques φyF = 0 et
φyFL = 0 sont une onséquene de φ ∈ Ω0,1
P 1
2
⊗ T 1,0
P 1
2
. On a vu dans le lemme
10.6 qu'un élément ζ0 de H1(L) peut se représenter par des v ⊗ w ave
w ∈ Hom(V (K,−K+4),m0,12 ⊗ℓ) ; ela nous amène à herher un φ vériant
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la même propriété : plus préisément, soit φ ∈ Ω0,1
P 1
2
⊗T 1,0
P 1
2
, dans la omposante
à poids K de l'ation de S1, alors on alule
Ry(−∂′(φyηc) + φydηc) = −iKφyηc; (10.8)
étant donné ζ0 ∈ Ω0,1
P 1
2
⊗ L tel que ∂ζ0 = 0, on dénit φ ∈ Ω0,1
P 1
2
⊗ T 1,0
P 1
2
par
−iKφyηc = ζ0,
alors on a bien ∂Hφ = 0, et
−∂′(φyηc) + φydηc = ζ0η + ζ1,1;
la omposante ζ1,1 sur Ω1,1 ⊗L est nulle en ohomologie, puisque, d'après le
lemme 10.6, elle-i est onentrée sur les représentations à K = L+ 2.
Le seond lemme onerne les représentations à K = L+ 2.
Lemme 10.8. L'image de l'appliation (φ, α) → −∂′(φyηc) + φydηc + αηc,
dénie sur les ouples (φ, α) tels que φyF = 0, φyFL = 0, ∂Hφ = 0, et
∂α + φyFL = 0, ontient H1≥0(Ω
1
P 1
1
⊗ L)0 et H
1
≥0(Ω
1
P 1
2
⊗ L).
Démonstration. Ce lemme est légèrement plus diile à démontrer que le
préédent. Nous raisonnons de manière algébrique, omme dans la setion
7, dans la représentation V K,L ave K = L + 2 ; par abus de notation, nous
identions φ ave 〈φ, ρ(g−1)v〉 où v ∈ V K,L et on prend φ ∈ Hom(V (K,−K+
4),m0,1 ⊗m1,0) de la forme (omme dans le lemme préédent)
φ = φ22e
2e2;
un tel φ vérie automatiquement ∂Hφ = 0 ar φ
2
2
◦ ρ∗(Y1) = 0 si φ
2
2
est
onentré sur V (K,−K + 4), voir la gure 4 ; la forme homogène ηc s'érit
algébriquement ηc = (e1 − e2)σ ∈ m1,0 ⊗ ℓ, où σ ∈ ℓ est un veteur de base
xé ; par onséquent, on a
−φyηc = φ22e
2σ;
d'un autre té, remarquons que si ξ0 ∈ Hom(V (K,−K + 2),C), alors
∂(ξ0σ) = ξ0 ◦ ρ∗(Y2)e
2σ (il n'y a pas de dérivée sur e1 ar ξ0 ◦ ρ∗(Y1) = 0
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k=l+4
k=l+2k=l
K
-K+2 Y
Y X
ξ
φX1
2
1
ξ1 0
2
Fig. 4: la ohomologie est onentrée en (K,−K + 2)
pour ξ0 onentré sur V (K,−K + 2)) ; ompte tenu de la relation −Y2X2 =
[X2, Y2] = H2 = −K + 4 sur V (K,−K + 4), on déduit qu'en posant
ξ0 = −i
K
K − 4
φ22 ◦ ρ∗(X2),
on obtient
Ry(∂ξ0σ +Kφyη
c) = 0,
'est-à-dire que, d'après (10.8), l'image de (φ, ξ0σ) est onentrée sur Ω1,1⊗L ;
ette image est d'ailleurs égale à
−∂(φyηc) + ξ0(ω1 − ω2),
soit algébriquement
(1−
K
K − 4
)φ22 ◦ ρ∗(X2)e
2 ∧ e2σ
+
(
φ22 ◦ ρ∗(X1)e
1 ∧ e2σ +
K
K − 4
φ22 ◦ ρ∗(X2)e
1 ∧ e1σ
)
;
le seond moreau de ette somme est une (0,1)-forme ∂-fermée à valeurs dans
Ω1,0
P 1
1
⊗L, maisH1≥0(Ω
1,0
P 1
1
⊗L) étant onentré sur Hom(V (K,−K+2),m0,1⊗e1),
elle est ∂-exate (e fait se lit d'ailleurs immédiatement sur la gure 4), si
bien qu'on obtient nalement
(1−
K
K − 4
)φ22 ◦ ρ∗(X2)e
2 ∧ e2σ + ∂ξ1,
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où ξ1 est onentré sur V (K − 2,−K + 2) ; on en déduit que toute la oho-
mologie H1≥0(Ω
1
P 1
2
⊗L) peut être tuée par le hoix de (φ, ξ) omme i-dessus ;
omme on dispose également de αηc tel que ∂α = 0, de sorte que
α ∈ H1≥0(O) = ⊕k≥2H
0(P 11 ,O(k))⊗H
1(P 12 ,O(−k)),
on voit immédiatement que tout H1≥0(Ω
1
P 1
1
⊗L)0⊕H
1
≥0(Ω
1
P 1
2
⊗L) est atteint.
11 Métriques quaternion-kählériennes
Nous passons maintenant au as de la dimension supérieure.
11.1 Strutures de ontat quaternioniennes
Rappelons brièvement qu'une struture de ontat quaternionienne sur
une variété X4m−1 est l'analogue quaternionien d'une struture CR : il s'agit
d'une distribution H ⊂ TX de odimension 3, munie d'une struture quater-
nionienne onforme (une CSpm−1Sp1-struture), 'est-à-dire d'une métrique
γ et de trois strutures presque omplexes I1, I2, I3 satisfaisant les relations
de ommutation des quaternions (I1I2I3 = −1) et préservant la métrique ; les
strutures omplexes ne sont dénies qu'à l'ation près de Sp1, et la métrique
à un fateur onforme près. De plus, on demande la ompatibilité suivante
ave la distribution H : loalement, il existe une 1-forme η = (η1, η2, η3) à
valeurs dans R
3
, telle que H = ker η et
dηi(X, Y ) = γ(IiX, Y ).
Il est démontré dans [Biq00℄ (voir aussi le survey [Biq99℄) qu'en dimension
4m − 1 ≥ 11, une telle donnée admet un espae de twisteurs T4m+1 qui est
une variété CR intégrable munie d'une struture de ontat holomorphe ; en
dimension 7, l'existene de l'espae des twisteurs n'est pas automatique
'est une ondition d'intégrabilité à imposer à la struture (similaire à la
ondition d'intégrabilité des strutures CR). L'exemple standard est elui de
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la sphère S4m−1, dont la struture de ontat quaternionienne est fourni par
les espaes horizontaux de la bration de Hopf
S3 −→ S4m−1
↓
HPm−1
.
Le as de l'espae hyperbolique quaternionien HHm est expliite, et simi-
laire au as HH1 = RH4 expliquée dans la setion 1.2 : l'espae des twisteurs
de l'espae projetif quaternionien HPm est P 2m+1, ave projetion twisto-
rielle
p([z1 : z2 : · · · : z2m+1 : z2m+2]) = [z1 + jz2 : · · · : z2m+1 + jz2m+2],
et l'espae hyperbolique quaternionien se réalise omme le domaine
HHm = {|q1|2 + · · ·+ |qm|2 < |qm+1|2} ⊂ HPm,
ave pour espae des twisteurs
N = {|z1|2 + · · ·+ |z2m|2 < |z2m+1|2 + |z2m+2|2} ⊂ P 2m+1,
muni de la struture réelle standard et de la struture de ontat holomorphe
ηc = (z1dz2 − z2dz1) + · · ·+ (z2m−1dz2m − z2mdz2m−1)
− (z2m+1dz2m+2 − z2m+2dz2m+1);
le bord T = ∂N apparaît à nouveau omme le bré O(−1, 1) sur P 2m−1×P 1,
ave ourbure
iF = ωP 2m−1 − ωP 1.
11.2 Démonstration du théorème 0.8
Le problème d'extension des strutures de ontat quaternioniennes (en
dimension 7, on doit supposer que l'espae des twisteurs existe) est ramené
par la onstrution twistorielle au problème de prolonger dans N la déforma-
tion de la struture CR et de la struture de ontat holomorphe de T.
Pour réaliser e remplissage, on veut montrer que toute struture CR sur
T, prohe de la struture standard, peut être mise à oeients de Fourier
positifs après ation d'un ontatomorphisme. Comme dans la setion 5, on
a un groupe bien déni de ontatomophismes qui agit sur l'espae des stru-
tures CR. On analyse l'ation innitésimale.
Lemme 11.1. Pour m > 1, l'image de l'opérateur ∂H#∂ agissant sur les
fontions omplexes de lasse Hk+2 à oeients de Fourier stritement né-
gatifs est l'espae des φ ∈ Hk(Ω0,1 ⊗ T 1,0), à oeients de Fourier strite-
ment négatifs, satisfaisant ∂Hφ = 0 et φyF = 0.
Démonstration. Soit un entier k > 0, le problème ∂H#∂f = φ en poids −k
est équivalent au problème ∂#∂f = φ, où maintenant sur P 2m−1 × P 1 on
voit f omme une setion de O(−k, k) et φ de Ω0,1 ⊗ T 1,0 ⊗O(−k, k). Or on
a l'annulation suivante de la ohomologie, pour m > 1 et k > 0 :
H1(P 2m−1 × P 1, T 1,0 ⊗ O(−k, k)) = H1(P 2m−1 × P 1,O(−k, k)) = 0,
qui se déduit immédiatement de l'annulation bien onnue, pour m > 1,
H1(P 2m−1, T 1,0 ⊗ O(ℓ)) = 0.
Déduisons-en le lemme : l'annulation du premier H1 indique que l'on peut
résoudre le problème ∂X = φ ; alors
∂(♭X) = ∂(XyF ) = φyF = 0,
don, par l'annulation du seond H1, on peut résoudre ∂f = ♭X , don
∂#∂f = φ.
Quand on se restreint aux fontions réelles, le lemme signie que le supplé-
mentaire W de l'image de ∂H#∂ déni dans le lemme 6.4 est onstitué de
tenseurs φ qui n'ont que des oeients de Fourier positifs ; omme dans le
orollaire 6.3, une petite déformation CR de φ peut être mise en jauge de
Coulomb ϕ∗φ ∈ W , don à oeients de Fourier positifs, et par onséquent,
omme dans le lemme 2.2, est le bord d'une déformation omplexe de N.
Notons qu'on obtient probablement une autre démonstration de e fait
en appliquant le théorème d'extension de Kiremidjian [Kir79℄, à ondition
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de montrer l'annulation de H2c (N, T
1,0). La démonstration utilisant le lemme
11.1 est plutt plus direte, en partiulier elle évite le reours au théorème
de Nash-Moser.
La démonstration du théorème 3.4 reste également valable dans notre as,
et donne l'extension de la struture de ontat holomorphe. Le théorème 0.8
en résulte.
Remarque 11.2. Le leteur attentif aura noté que la méthode utilisée dans
le lemme 11.1 donne une voie diérente pour aluler, en dimension 5, les
obstrutions obtenues dans la setion 7. J'ai préféré le alul par les déom-
positions harmoniques, plus omplet : en partiulier, les aluls de la setion
10.2 sont immédiats grâe à es déompositions ; de plus, les espaes tan-
gents aux métriques remplissables, déterminés par les théorèmes 9.3 et 10.1,
ne s'expriment simplement qu'à l'aide de es mêmes déompositions.
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